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Vorrede

Dieses Script enthélt eine Einfithrung in die Vektorgeometrie
und richtet sich an Schiiler des 11. Schuljahres. Es wird vor-
ausgesetzt, dass die Schiiler bereits mit der Trigonometrie
(incl. Cosinussatz) und dem Koordinatensystem in 2 und 3
Dimensionen vertraut sind.

Quizfragen Jeder Abschnitt endet mit einem kurzen Quiz.
Bei diesen Quizfragen soll der Leser in der Regel eine oder
mehrere (!) Antworten ankreuzen. Zur schnellen Kontrolle
finden sich die Losungen jeweils am Ende des Kapitels.

Aufgaben Die eingestreuten Aufgaben decken nur einen
Grundstock ab und miissen durch ein zusatzliches Aufgaben-
buch ergédnzt werden. Zu den meisten Aufgaben finden sich
ebenfalls die Losungen am Ende des Kapitels.
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1 Vektoren

Inhalte dieses Kapitels

Dieses Kapitel fiihrt dich in die wichtigsten Grundbegriffe ein.
Dazu gehoren etwa Vektor, Skalar, Betrag und Gegenvektor. Du
lernst auch, mit Vektoren konstruktiv (zeichnerisch) zu arbeiten.

Verschiedene Themen und Probleme, die in diesem Kapitel vor-
gestellt werden, werden spater wieder aufgegriffen und vertieft.
Dazu gehdren zum Beispiel das Arbeiten mit Geraden oder die
Projektion eines Vektors auf eine Gerade.

1.1 Einfiihrung

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Was ist ein Vektor?

* Woas ist der wesentliche Unterschied zwischen einem Vektor
und einer Zahl bzw. einem Punkt?

* Was bedeutet der Begriff Skalar und warum verwenden wir
ihn?

Mit Hilfe des Koordinatensystems kannst du die Position von
Punkten durch Zahlen ausdriicken. Du kannst dann auch Aus-
sagen machen wie:

Die Distanz zwischen P(1]|4) und Q(5|1) betrdgt 5
Einheiten.

Die Distanz ist aber ein recht grobes Mass. Schliesslich hat
auch R(—3|9) die Distanz 5 zu P, und daneben noch unend-
lich viele andere Punkte (sie liegen alle auf einem Kreis um
P). Was der Distanz noch fehlt ist eine Richtung.

(© 2012 Tobias Kohn
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Dank dem Koordinatensystem
konnen wir Punkte mit Zahlen
beschreiben.



Vektoren
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Ein Vektor ]@ gibt genau an,
wo ein Punkt Q) relativ zu
einem ersten Punkt P liegt.

Drei unterschiedliche Objekte:
Punkt, Vektor und Skalar. Die
Begzeichnung ,,Skalar leitet sich
von ,,Skala“ ab.

Genauer ist daher die folgende Aussage:

Der Unterschied zwischen P(1|4) und Q(5|1) be-
. x 4
i (2) = 4))

Jetzt weisst du genau, dass du zu den Koordinaten von P 4
dazu- bzw. 3 abzdhlen musst, um auf ) zu kommen. Zwar
kannst du die Distanz nicht mehr auf einen Blick ablesen.
Aber der Satz des Pythagoras liefert recht schnell:

4= VBT (3P =5

Der obige ,,Unterschied” ist ein Beispiel fiir einen

4
-3
Vektor. Mit einer Zahl alleine kannst du nur den Abstand zwi-
schen zwei Punkten angeben. Der Vektor gibt den Abstand
und die Richtung an. Im zweidimensionalen braucht es dazu
2 Zahlen, um dreidimensionalen sind es 3 Zahlen. Du lernst

in diesem Script, mit Vektoren zu arbeiten.

Achtung: Vektoren sind keine Punkte! Schreibe deshalb die
Zahlen eines Vektors immer iibereinander — < Z ) - und
die Zahlen eines Punktes immer nebeneinander — (a|b) oder
(a,b). Wo liegt der Unterschied? Punkte geben einen festen
Ort an, Vektoren eine Richtung und eine Entfernung bzw. Di-
stanz. Vektoren geben also an, wie du von einem Punkt zu
einem anderen kommst.

Ein zweiter Unterschied: Mit Vektoren kannst du rechnen (um
das geht es in diesem Script ja), aber nicht mit Punkten. Wir
betreiben hier Vektorgeometrie und nicht Punktgeometrie.

Vektoren und Skalare Du wirst im Zusammenhang mit Vek-
toren immer wieder auf den Begriff Skalar (Zahl) treffen. Im
Unterschied zum Vektor (mit Richtung und Entfernung) ist
ein Skalar ,,nur eine einfache Zahl.“ Fiir einen Vektor brauchst
du immer mehrere Zahlen (2 oder 3), wahrend ein Skalar
wirklich nur eine Zahl ist. Wir verwenden den Begriff Skalar,
um diese Unterscheidung deutlich zu machen.

Zum Beispiel legen wir in der Aussage ,,Du kannst einen Vek-
tor ¥ mit einem Skalar s multiplizieren“ Wert darauf, dass s
eine einzelne Zahl sein muss und kein Vektor sein darf.

(© 2012 Tobias Kohn



Einfithrung

Schreibweisen Um bei einer Variable deutlich zu machen,
dass es sich um einen Vektor handelt, schreiben wir ein klei-
nes Pfeilchen auf die Variable drauf: Zum Beispiel ¥ fiir den
Vektor ,,v“. Diese Pfeilchen verwenden wir auch, wenn der
\%tor von einem Punkt A zu einem anderen Punkt B fiihrt:
A

Wenn wir mit der Lénge eines Vektors rechnen wollen, dann
brauchen wir Betragsstriche: |¢| bezeichnet also die Linge
des Vektors . Entsprechend hiesse dann |ad| = 4.5, dass der
Vektor a eine Lange von 4.5 Einheiten hat.

Neben diesen Schreibweisen sind je nach Buch oder Script
noch weitere iiblich. Meistens gibt der Autor ganz am Anfang
des Buches an, wie er Vektoren schreibt. Verbreitet ist etwa,
Vektoren fett zu machen @ = a.

5 PG

Die Pfeilchen auf den Variablen
geigen immer nach rechts und
sind nétig, um Vektoren von
Skalaren und Strecken zu
unterscheiden. Du darfst die
Pfeilchen also nicht weglassen.

/ Qm’z

1. Ein Vektor hat hat folgende Eigenschaften:

O a. Richtung,

O b. Ort,

O c. Entfernung/Lange,
O d. Kriimmung.

2. Von einem Punkt A aus fiihrt ein Vektor:

O b. Zu genau zwei Punkten B und B’,
O c. Zu genau einem Punkt B,
O d. Keines der obigen ist richtig.

rechnen.

N

O a. Zu unendlich vielen weiteren Punkten (auf einem Kreis um A),

3. Richtig oder Falsch? Du kannst mit Vektoren und Punkten gleichermassen

/

(© 2012 Tobias Kohn



Vektoren
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Ein Minuszeichen kehrt die
Richtung eines Vektors um.

A B

Im Quadrat gilt: zﬁ = B?

1.2 Strecken und Pfeile

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Was ist ein Gegenvektor?
* Worin unterscheiden sich Vektoren und Strecken?

* Was ist ein Reprasentant?

Wie eine Strecke verbindet ein Vektor zwei Punkte A und B.
Im Unterschied zur Strecke hat der Vektor aber eine eindeu-
tige Richtung. D_er> Vektor AB von A nach B ist nicht der sel-
be Vektor wie BA von B nach A. Bei Strecken gilt dagegen
AB — BA. Der Pfeil auf AB zeigt die Richtung eindeutig an.

Der Vektor BA heisst der Gegenvektor zu Ag. Schliesslich
geht BA genau in die entgegengesetzte Richtung. Natiirlich
ist AB auch der Gegenvektor von BA. Wir schreiben das so:

AB = —BA.

Es gilt also: Ein Minuszeichen vor dem Vektor kehrt die Rich-
tung des Vektors um.

Vektoren und Pfeile Du kannst dir einen Vektor zunachst
als einen Pfeil vorstellen, der von einem Punkt A zu einem
anderen Punkt B fiihrt. Dieser Pfeil gibt die Entfernung und
die Richtung an, in der A und B voneinander liegen. Anstatt
von der Entfernung zwischen A und B sprechen wir auch von
der Lédnge des Vektors AB. Der Fachbegriff fiir Ldnge lautet
Betrag.

Wo ein Vektor sich dabei befindet, spielt keine Rolle: Vektoren
sind wie Strecken ortsunabhdngig. Das ist auch ein Unters-
schied zu Punkten (die an einen festen Ort gebunden sind).
Im Quadrat DABCD gilt also:

AB=DC,  AD=BC.

Aber im Gegensatz zu den Strecken ist ﬁ # @ Diese bei-
den Vektoren zeigen in unterschiedliche Richtungen.

(© 2012 Tobias Kohn



Strecken und Pfeile

Alle Pfeile mit der selben Linge und der selben Richtung
entsprechen ein und demselben Vektor. Oder anders ausge-
driickt: Ein Vektor besteht aus allen Pfeilen mit der gleichen
Richtung und der gleichen Linge. In einem Mathematikbuch
findest du etwa folgende Definitionen (,,Klasse“ ist ein ande-
res Wort fiir ,Menge*):

Definition (Siegerist, Wirth) Die Menge aller Pfeile mit glei-
cher Linge und gleicher Richtung heisst ein Vektor. Die einzel-
nen Pfeile nennt man Reprdsentanten des Vektors.

Definition (Bigalke, Kohler) Wir fassen alle Pfeile der Ebene
(des Raumes), die gleiche Ldnge und gleiche Richtung haben, zu
einer Klasse zusammen. Eine solche Pfeilklasse bezeichnen wir
als einen Vektor in der Ebene (im Raum).

Definition (Marthaler, Jakob, Schudel) Ein Vektor a ist
eine Pfeilklasse, das heisst, die Menge aller paralleler, gleich ge-
richteter und gleich langer Pfeile.

Ein Vektor kann durch einen Pfeil dargestellt werden, der belie-
big parallel verschoben werden darf.

Definition (Gubler, Kradolfer) Grossen, deren Werte durch
reelle Zahlen ausgedriickt werden, heissen Skalare. Beispiele
sind: Masse, Temperatur, Arbeit. Die Grossen dagegen, die durch
eine Zahlangabe und zusdtzlich eine Richtung im Raum charak-
terisiert sind, nennt man Vektoren. Beispiele sind: Geschwin-
digkeitsvektoren oder Krdfte.

Vektoren und Translationen Neben diesen Definitionen oben

gibt es noch eine andere beliebte Moglichkeit, Vektoren zu
definieren: Uber Translationen.

Eine Translation ist eine Verschiebung. Wird eine Figur ver-
schoben, dann verschieben sich alle Punkte der Figur in die
gleiche Richtung und um den gleichen Betrag. Damit lasst sich
eine Translation bzw. Verschiebung hervorragend durch einen
Vektor ausdriicken. Auch hier gilt wieder: Alle Verschiebungs-
pfeile stellen denselben Vektor dar.

(© 2012 Tobias Kohn

\
s\\\

Ein Vektor schliesst alle Pfeile
mit der gleichen Richtung und
der gleichen Ldnge mitein.

Bei einer Translation werden
alle Punkte um den gleichen
Betrag und in die gleiche
Richtung verschoben.
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Vektoren

/ Qm‘z

4. Welche Eigenschaften haben Strecken und Vektoren gemeinsam?

O a. Lange,
O b. Eindeutige Richtung,
O c. Ortsunabhingigkeit,
O d. Farbe,

O e. Beide geben eine Entfernung an.
5. Der Gegenvektor zu ]@:

O a. Zeigt in die Gegenrichtung von f@
O b. Entspricht dem Vektor Q?

O c. Zeigt immer nach links.

schen den beiden Endpunkten P und () an.
7. Ein Reprasentant ist:

O a. Ein Pfeil eines Vektors,

O b. Dasselbe wie ein Vektor,

O c. Die Richtungsangabe eines Vektors,
O d. Die Langenangabe eines Vektors.

8. Mit einem Vektor ldsst sich besonders gut eine darstellen.

O a. Drehung,

O b. Verschiebung,

O c. Spiegelung,

O d. Zentrische Streckung.

6. Richtig oder Falsch? Der Betrag eines Vektors J@ gibt die Distanz zwi-

~

(© 2012 Tobias Kohn



Rechnen mit Vektoren
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1.3 Rechnen mit Vektoren

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Wie addierst und subtrahierst du Vektoren konstruktiv?
* Was besagen Kommutativ- und Assoziativgesetz?

* Wann sind zwei Vektoren kollinear zueinander?

Vektoren sind ortsunabhéngig. Das heisst: Du kannst sie be-
liebig verschieben. Genau das nutzen wir aus, um Vektoren
zu addieren. Bei einer Addition von Vektoren hangen wir Vek-
toren zusammen, um einen Weg zu bilden.

oL

=
Sy

S

In diesem Fall haben wir die Vektoren @, b und & zusammenge-
héngt und sind damit vom Punkt A zum Punkt B gekommen.
Damit gilt:

G+b+&=AB.

Wir konnten die drei Vektoren auch durch einen einzigen
Summenvektor zﬁ ersetzen:

Oft wird die Summe von zwei Vektoren mit einem Parallelo-
gramm dargestellt. Die beiden Vektoren ¢ und « bilden dann
die Seiten und die Diagonale entspricht der Summe @ + .

Am Parallelogramm siehst du, dass die Reihenfolge, in der du
Vektoren zusammensetzst, keine Rolle spielt: ¥ + o = @ + v.
Diese Gesetzmassigkeit heisst Kommutativgesetz.

(© 2012 Tobias Kohn
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Mit zwei Vektoren v und
kannst du ein Parallelogramm
formen. Dann entspricht die
Diagonale der Summe U + 0.
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Vektoren

Subtraktion Vektoren lassen sich auch subtrahieren. Und
zwar weisst du bereits, dass ein Minuszeichen die Richtung
eines Vektors umdreht (siehe Gegenvektor). Beim Subtrahie-
ren verwenden wir daher den entsprechenden Gegenvektor.
Ansonsten hdngen wir Vektoren genauso zusammen wie bei
der Addition.

—w
o /= o L)
—v . v-w w-v
K
-
A
tN

Du siehst hier auch, dass die Subtraktion nicht kommutativ
ist: ¥ — W # W — U. Es spielt also eine Rolle, welchen Vektor
du umdrehst. Das Minuszeichen gehort immer zum Vektor
rechts.

1

<L
|
<

Mathematisch definieren wir die Subtraktion mit der Additi-
on und dem Gegenvektor als:
U—w =0+ (—u).

(Die Subtraktion ¢ — « entspricht der Summe von ¥ und dem
Gegenvektor von ).

Streckungen und Kollinearitit Indem du mehrmals den
gleichen Vektor zusammenaddierst, kannst du einen Vektor
auch strecken:

\?
<L
| <

Kannst du dir vorstellen, was demnach 1.5¢ bedeutet? Fiige
diesen Vektor oben hinzu, indem du ihn konstruierst.

Wenn du einen Vektor mit einem Skalar s (einer reellen Zahl)
multiplizierst, dann wird der Vektor gestreckt. Ist der Skalar s
negativ (s < 0), dann wird der Vektor auch noch gespiegelt:
Er dndert seine Richtung (bzw. wird zum Gegenvektor).

(© 2012 Tobias Kohn



Rechnen mit Vektoren
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Vektoren mit der gleichen Richtung heissen kollinear. Du
kennst bereits einen anderen Begriff, der fast das gleiche be-
deutet: parallel. Zwei kollineare Vektoren sind also im Prinzip
yparallel“ zueinander. Allerdings bezieht sich parallel eben
auf Geraden und nicht auf Vektoren.

Wenn zwei Vektoren 4 und ¢ kollinear sind, dann kannst du
immer den einen so strecken, dass er gleich wird wie der an-
dere. Oder: Zwei Vektoren « und v sind genau dann kollinear,
wenn es eine reelle Zahl s € R gibt, so dass @ - s = ¥ oder
u==:s-v.

Assoziativgesetz Eine Summe von 3 Vektoren kannst du
auf zwei Arten zusammenrechnen: Von links nach rechts oder
von rechts nach links:

-,

@+5

~—

Egal, wie du’s machst: Das Ergebnis ist das gleiche! Diese Ge-
setzmadssigkeit heisst Assoziativgesetz.

Dank dem Assoziativgesetz kannst du in einer Summe belie-
bige Teilsummen zusammenfassen. Du darfst also zwei belie-
bige Vektoren zusammenrechnen und musst eben nicht stur
von links nach rechts durchrechnen.

3AB + BC 4+ AC
948 + AB + BC + AC
—AC
2AB + AC + AC
2(AB + AC)

Die beiden Gesetze Kommutativgesetz und Assoziativgesetz stel-
len sicher, dass du mit Vektoren praktisch gleich rechnen kannst,
wie du es dir von Variablen her gewohnt bist. Allerdings gilt
das nur fiir Addition und Subtraktion! Zwar kannst du Vek-
toren auch mit einem Skalar multiplizieren (strecken), aber
eben nur mit einem Skalar.

(© 2012 Tobias Kohn

Vektoren, die in die gleiche
Richtung zeigen, heissen

kollinear. Dazu gehéren auch
Gegenvektoren.
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Vektoren

-
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11.

12.

13.

Qm‘z \

Das Kommutativgesetz besagt:

O a. Dass du die Reihenfolge bei der Addition vertauschen darfst:
a+b=b+d,

O b. Dass du die Reihenfolge bei der Addition nicht vertauschen darfst:
a+b#b+ad,

O c. Dass Subtraktion und Addition nicht dasselbe sind,

O d. Keines der oben genannten.

Vektoren kannst du aneinanderhdngen (addieren), weil sie:

O a. Eindeutig sind,
O b. Ortsunabhangig sind,

O c. Kommutativ sind.

Richtig oder Falsch? Die Summe @ + b ist immer langer als die einzelnen
Vektoren @ und b.

Welche Rechnungen haben das Ergebnis @ + b7
O a. 5<c‘i—5> +6b

b §-(20-F+a+45)

dc 2(b-a)+3i-b

Kollinear bedeutet:

O a. Dass ein Vektor gestreckt wurde,
O b. Dass zwei Vektoren ,parallel” sind,

O c. Dass ein Vektor auf einer Linie liegt.

(© 2012 Tobias Kohn




Vektoren

1.4 Linearkombinationen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Was ist der Nullvektor?

* Wie kannst du aus einer Figur eine Linearkombination fiir
einen Vektor herauslesen?

* Wann sind Vektoren linear unabhingig?

Manchmal konnen wir Vektoren so kombinieren, dass wir ei-
ne geschlossene Figur erhalten (geschlossen heisst, dass die
Figur keine Liicken hat). Wir haben fiir das Beispiel fiinf Vek-
toren so zusammengestellt, dass ein Vieleck entstanden ist:

Jetzt gehen wir von einem Anfangspunkt (A) aus im Kreis
(z.B. gegen den Uhrzeigersinn) und zdhlen alle Vektoren zu-
sammen, denen wir unterwegs begegnen. Aber Achtung: Wenn
ein Vektor fiir unseren Weg in die falsche Richtung zeigt,
dann missen wir ihn zuerst umdrehen (Minuszeichen davor-
setzen). Das ergibt fiir die Figur oben:

G+b—c+d—e=0.

Hier kommt wieder ein spezieller Vektor vor: Der Nullvektor
0. Er steht fiir ,,Keine Bewegung® und hat natiirlich die Lin-
ge 0. In unserem Beispiel zeigt er an, dass wir am Schluss
wieder beim Anfangspunkt sind (uns sozusagen nicht bewegt
haben). Der Nullvektor ist der einzige Vektor, der keine feste
Richtung hat. In Komponentenschreibweise sieht er so aus (je
nachdem ob in 2 oder 3 Dimensionen):

52(8), bzw. 0=

)

(© 2012 Tobias Kohn
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Wozu sind nun diese geschlossenen Figuren gut? Stell dir vor,
du sollst in der Figur oben den Vektor ¢ durch die anderen
Vektoren ausdriicken. Dank unserer Gleichung geht das nun
sehr einfach: Lose die Gleichung nach ¢ auf (dabei kannst du
ganz ,normal“ rechnen, wie du’s mit Variablen gewohnt bist):

|+

™y

a+

el o
g

+d-
+d—

SOy
®

+ =

Besonders bei komplexen Aufgaben ist diese Technik sehr
niitzlich.

Linearkombinationen Eskommt oft vor, dass wir einen Vek-
tor durch andere Vektor ausdriicken. Im Beispiel oben haben

wir ¢ als eine Kombination der Vektoren d, 5, dund & geschrie-

ben. Der richtige Fachbegriff fiir eine solche Kombination ist

Linearkombination.

Wichtig: Fiir eine Linearkombination diirfen wir die Vektoren
auch strecken, damit es aufgeht. Sieh dir die folgende Figur
einmal an:

Der Vektor b kommt doppelt vor (wurde also im Prinzip mit
dem Faktor 2 gestreckt). Dafiir ist ¢ eigentlich zu lang. Trotz-
dem gehen wir wieder im Kreis und stellen unsere Gleichung
auf:

.1 .
—ii+2b+ 57— =0

Wenn du jetzt die Gleichung nach ¢ auflost, dann erhéltst du
zunéchst: )
Wie bei anderen Gleichungen auch multiplizierst du nun alles
mit 2:

7= 2§+ 27 — 4b.

(© 2012 Tobias Kohn
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Vektoren

<L

1.5u

Eine , Linearkombination*
bezeichnet eine Summe von
Vektoren. Dabei diirfen die
Vektoren auch gestreckt oder
gespiegelt werden.

Und wieder hast du eine Linearkombination, dieses Mal fiir q.

Formal definieren wir die Linearkombination folgendermas-
sen (du wirst diese Definition vielleicht in anderen Biichern
oder Scripten antreffen):

Definition Gegeben sind die Vektoren ¥y, vs,v3,... und die
Streckfaktoren s1, s2, 3, . .. € R. Dann heisst die Vektorsumme

$1-U) + 89 -Ug+83-U3+...
eine Linearkombination von vy, s, U3, . . .

In dieser Definition steht nichts von geschlossenen Figuren!
Eine Linearkombination heisst nur, dass einige Vektoren zu
einem neuen zusammengsetzt werden. Eigentlich ist also ei-
ne Linearkombination dasselbe wie eine Vektorsumme (leider
haben sich im Laufe der Zeit verschiedene Begriffe fiir dassel-
be entwickelt).

Lineare Unabhéngigkeit Stell dir vor, wir hitten einige Vek-
toren vor uns liegen. Lassen sich diese Vektoren dann im-
mer so kombinieren, dass wir einen geschlossenen Strecken-
zug erhalten? Oder anders gefragt: Gibt es zu den Vektoren
U1, Ua, . . . eine Linearkombination, fiir die gilt:

$1-U1 +80-Ug+83-U3+...=0?

Dabei diirfen die Streckfaktoren s1, s, ... natiirlich nicht alle
Null sein (sonst kommt ja automatisch der Nullvektor raus).

Die Antwort: Es kommt auf die Anzahl der Vektoren an. Im
zweidimensionalen Fall ldsst sich aus drei oder mehr Vekto-
ren immer ein geschlossener Streckenzug basteln. Im dreidi-
mensionalen Fall geht das immer ab vier Vektoren. Anders
gesagt: In der Ebene konnen nur zwei Vektoren in vollig ver-
schiedene Richtungen zeigen.

Vektoren, die sich nicht zu einem geschlossenen Streckenzug
kombinieren lassen, heissen linear unabhdngig. In diesem Fall
gilt:

e Keiner der Vektoren ldsst sich als Linearkombination
der anderen schreiben,

(© 2012 Tobias Kohn
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e Eine Linearkombination dieser Vektoren ergibt nie den
Nullvektor 0.

Ubrigens heissen Vektoren, die eben nicht linear unabhin-
gig sind linear abhdngig. Vier dreidimensionale Vektoren sind
z.B. immer linear abhédngig: Mindestens einer lasst sich als
Kombination der anderen schreiben. Es kann auch vorkom-
men, dass bereits zwei Vektoren linear abhédngig sind. Nam-
lich dann, wenn sich der eine Vektor als eine Streckung des
anderen schreiben lasst.

o

Bei drei Vektoren in der Ebene
ldsst sich mindestens einer als
Linearkombination der beiden
anderen schreiben: Die drei

Vektoren sind linear abhdngig.

/ Qm‘:z

14. Der Nullvektor

O a. Geht immer vom Nullpunkt O aus,
O b. Hat den Betrag 0,
O c. Zeigt immer in die Richtung des Nullpunkts O.

15. Driicke in dieser Figur & durch @ und b aus.

Oa. C=dad-—b,
Ob. é=a+b,
Oc E:_‘—c_i

O d. Keines der oben genannten.

16. Eine Linearkombination liegt vor:

O a. Wenn alle Vektoren in einer Linie liegen,
O b. Wenn die Vektoren eine geschlossene Figur bilden,

O c. Immer wenn Vektoren addiert oder subtrahiert werden.
17. Zwei kollineare Vektoren sind:

O a. Immer linear unabhingig,
O b. Immer linear abhingig,

O c. Dariiber l3sst sich keine Aussage machen.

N

53

~

!
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1.5 Ortsvektoren und Geraden

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Was ist ein Ortsvektor?
* Wozu brauchen wir Ortsvektoren?

* Wie kannst du eine Gerade mit Vektoren beschreiben bzw.
darstellen?

Die Ortsunabhéngigkeit der Vektoren ist zwar eine gute und
wichtige Eigenschaft. Hin und wieder ist sie uns aber auch im
Weg und wir brauchen einen Vektor, der an einem genau vor-
gegebenen Punkt beginnt. Ein solcher festgemachter Vektor
heisst Ortsvektor.

Die erste Anwendung von Ortsvektoren ist folgende: Wir brau-
chen einen Vektor, der vom Koordinatenursprung O zu einem
Punkt P fiihrt. Im engeren Sinn werden sogar nur solche Vek-
toren OP als eigentliche Ortsvektoren bezeichnet.

Wenn du den Ortsvektor mit Komponenten (Zahlen) schreibst,
dann entsprechen die Komponenten von OP gerade den Ko-
ordinaten von P. Das macht es sehr einfach, zwischen Punk-
ten und Vektoren hin- und herzuwechseln.

0P — ( ; > o P(5),

Zur Erinnerung: Mit Vektoren kannst du rechnen, mit Punk-
ten nicht!

Die Schreibweise 07 macht deutlich, dass der Ortsvektor
vom Koordinatenursprung O aus zum Punkt P geht. Dane-
ben gibt es aber noch eine zweite Schreibweise, die oft prak-
tischer ist: 7. Das r hat dabei keine spezielle Bedeutung (ist
also keine Abkiirzung fiir irgendetwas). Du wirst in diesem
Script beiden Schreibweisen begegnen, allerdings verwenden
wir meistens 7, anstatt OP.

Geraden FEin Vektor mit einem festen Anfangspunkt kann
auch sehr gut eine Gerade im Koordinatensystem beschrei-
ben. Um die ganze Gerade darzustellen, musst du den Vektor

(© 2012 Tobias Kohn
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S

O z

Wenn du einen Vektor d an
einem Punkt A festmachst und
dann beliebig streckst, kannst
du damit auch eine Gerade im
Koordinatensystem darstellen.

v

=

A E
7

O z

Jeder Punkt P € g auf der
Geraden ldsst sich erreichen,
indem du zuerst zu A gehst und
dann den Richtungsvektor
entsprechend streckst. In diesem
Fall hier ist: rp = 7“_A> —15-d

dann entsprechend strecken: Ein elastischer Vektor, den du
beliebig in die Lange ziehen kannst. Dafiir ist der Anfangs-
punkt fest.

In der folgenden Zeichnung deuten die beiden Vektoren a
und b zwei Geraden an. Zeichne die beiden Geraden ein,
finde den Schnittpunkt und beantworte dann folgende Fra-
ge (gegebenenfalls mit Messen): Mit welchen Faktoren s und
¢ musst du @ bzw. b strecken, um zum Schnittpunkt zu kom-
men?

Du weisst jetzt also: Du kannst mit Vektoren eine Gerade be-
schreiben. Dazu machst du den Richtungsvektor @ an einem
Aufhdngepunkt A fest und streckst dann den Richtungsvektor
je nach Bedarf wie ein Gummiband. Wenn du den Streckfak-
tor s € R richtig wéhlst, dann erreichst du jeden Punkt P auf
der Geraden mit dem Vektor.

Ubrigens: Fiir jede Gerade gibt es unendlich viele mégliche
Anfangspunkte A und Richtungsvektoren @. Weil du den Rich-
tungsvektor sowieso streckst, spielt nur seine Richtung eine
Rolle, nicht aber die Lange.

Zusammen mit den eigentlichen Ortsvektoren konnen wir fol-
gende wichtige Gleichung fiir eine Gerade g aufstellen:
— _> —
g:r=ry+s-a.

Das bedeutet: Vom Ursprung O aus kommen wir zu jedem
Punkt P € g, wenn wir zuerst zu A gehen und dann von dort
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aus a richtig strecken (mit der Zahl s). Zur Erinnerung: 7 und
r 4 sind Ortsvektoren. Sie geben an, wie du vom Koordina-
tenursprung O zu P bzw. zu A kommst. Weil der Punkt P
beliebig ist (P_> kann ja irgendein Punkt sein), schreiben wir
nur 7 anstatt 7 p.

-

N

18.

19.

20.

21.

22.

Qm‘z \

Fiir einen Ortsvektor gilt:

O a. Er ist ortsunabhangig,
O b. Er fiihrt vom Ursprung O zu einem Punkt P,
O c. An ihm lassen sich die Koordinaten des Punkts P einfach ablesen.

Richtig oder Falsch? Wir verwenden Ortsvektoren, weil wir nicht mit Punk-
ten, sondern nur mit Vektoren rechnen konnen.

Fiir eine Gerade gilt:

O a. Der Richtungsvektor a ist eindeutig,

O b. Der Aufhdngepunkt A ist eindeutig,

O c. Es gibt unendlich viele Kombinationen fiir A und a.

Wenn sich zwei Geraden mit den Richtungsvektoren @ und 5schneidem,
dann:

O a. Musst du @ und b mit dem gleichen Faktor strecken,

O b. Darfst Du nur einen der beiden Vektoren @ oder b strecken,

O c. Sind die Streckfaktoren immer ganzzahlig,

O d. Konnen @ und 5v6|lig unterschiedliche reelle Streckfaktoren haben.
Wenn sich zwei Geraden mit den Richtungsvektoren @ und b nicht schnei-
den, dann:

O a. Sind @ und I;kollinear,

O b. Sind @ und l;senkrecht,

O c. Schaut @ oder b in die falsche Richtung,

O d. Muss man die Aufhdngepunkte verschieben.

(© 2012 Tobias Kohn
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2 Die Komponentendarstellung

Inhalte dieses Kapitels

Du bist bereits mit den Grundbegriffen vertraut und weisst, was
ein Vektor ist. Jetzt geht es darum, Vektoren konsequent durch
Zahlen (Komponenten) auszudriicken und damit zu rechnen. Der
konstruktive (zeichnerische) Aspekt tritt etwas in den Hinter-
grund und macht Platz fiir die Algebra.

Auch dieses Kapitel enthélt viele Grundlagen, auf die wir nachher
aufbauen werden.

2.1 Komponenten

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Was ist der Unterschied zwischen Komponenten und Ko-
ordinaten?

* Wie berechnest du die Komponenten des Vektors E aus
den Koordinaten der Punkte A und B?

Den Vektor, der von P(7|1) nach Q(3|6) fithrt, kannst du nicht
nur als PQ schreiben, sondern auch mit konkreten Zahlen

ausdricken:
ra-( )

Wenn du also beim Punkt P bist, musst du von der xz-Koordinate
4 abzéahlen und zur y-Koordinate 5 dazuzéahlen, um auf @ zu
kommen. Oder: @ liegt um 4 Einheiten links und 5 Einheiten
hoher als P.

Diese Darstellung eines Vektors mit Zahlen heisst Komponen-
tendarstellung. Komponente ist der Fachbegriff fiir die Zah-
len in der Vektordarstellung. Oben sind also —4 und 5 die

(© 2012 Tobias Kohn
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beiden Komponenten des Vektors. Beachte die Unterschei-
dung: Punkte haben feste Koordinaten, Vektoren haben Kom-
ponenten. Koordinaten geben einen Ort an, Komponenten ei-
ne ,,Grosse.“

Du kannst den Vektor @ von einem Punkt P(3|8) zu einem
anderen Punkt (5|2) bestimmen, indem du die Koordinaten
der Punkte voneinander subtrahierst:

5—3 2
Pa-(52)-(5%)
Achte auf die richtige Reihenfolge! Hier passieren oft Fehler.

Noch einmal zur Erinnerung: Du kannst nicht mit Punkten

rechnen. Es ist also falsch zu schreiben: ]@ = @Q — P. Auch
wenn die Idee dahinter richtig sein mag. Wenn du eine solche
Gleichung aufschreiben mochtest, dann verwende Ortsvekto-

e (3)(1)-(4)

-

1. Wenn du einen Vektor mit Zahlen darstellst, dann heissen diese Zahlen

0 a.
O b.
O c.
O d.

O a.
ad b.
O c.
a d.

Betrage,
Koordinaten,
Reprasentanten,

Komponenten.

. Um die Komponenten von Ag zu berechnen, rechnest du
A —TB

A+ 7B

B — T4

Keines der obigen ist richtig.

Qm‘z \

J
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2.2 Die Lange eines Vektors

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie berechnest du den Betrag eines Vektors aus den Kom-
ponenten?

Im Koordinatensystem kannst du die Komponenten eines Vek-
tors in der Regel bequem ablesen. Besonders einfach wird’s,
wenn du den Vektor zu einem rechtwinkligen Dreieck er-
ganzst:

Jetzt stellen die beiden Katheten gerade die Komponenten (z
und y) des Vektors dar.

Uns interessiert hier die Ldnge des Vektors . Siehst du am
Dreieck oben bereits, wie du die Lange |¢] aus den Kompo-
nenten berechnen kannst? Am einfachsten geht es wohl mit
dem Satz des Pythagoras. Entsprechend definieren wir:

17:(95) = |7] = Va? + y2.

Y

Die Lange eines Vektors hat noch einen weiteren Namen, den
du kennen musst: Betrag.

Im dreidimensionalen sieht die Sache ganz dhnlich aus. Aller-
dings verwenden wir dann den rdumlichen Satz des Pythago-
ras:

T
7=\ y = U] = Va2 +y? + 22
z
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Also: Der Betrag |v] eines Vektors ¥ gibt seine Ldnge an. Du
kannst den Betrag aus den Komponenten x, y und z des Vek-
tors verechnen. Dafiir verwendest du die Formel des Pytha-
goras.

Rechnen Vorsicht beim Rechnen! Du hast zB. zwei Vekto-
ren ¥; und ¢, mit den Langen ¢; und /5 gegeben. Dann ent-
spricht die Lange von o, + v nicht einfach der Summe ¢; + /5.
Die Vektorsumme v; + ¥ kann sogar kiirzer sein als sowohl
¢y als auch /5, wie in diesem Beispiel hier:

-

Vg

-

AR
U W = V; 4V,

Mit mathematischen Formeln schreiben wir:

|V + va| # |U1] + |V2] .

Hingegen gilt fiir eine Streckung mit dem Faktor s:
|s - 0] = |s| - |1]

Ob Du also zuerst den Vektor streckst und dann die Linge

misst, oder ob du zuerst die Lange misst und dann mit dem

Streckfaktor multiplizierst ist einerlei. Das Resultat ist dassel-

be.

Eine typische Aufgabe Gegeben sind zwei Punkte A(7|5)
und B(13.5] — 1.5). Gesucht ist derjenige Punkt P auf der x-
Achse, der von A und B den gleichen Abstand hat. Wie lauten
also die Koordinaten von P?

Oft geht vergessen, dass wir vom gesuchten Punkte P bereits
eine Koordinate kennen. Und zwar ist y = 0, weil der Punkt
ja auf der z-Achse liegt. Also ist P(x|0) und wir miissen nur
noch das richtige x finden.

Die Distanz zwischen zwei Punkten A und B kannst du aus-
rechnen, indem du die Linge des Vektors 1@ berechnest. In
unserem Fall also sollen also AP und BP gleich lang sein:

|AP| = [BP|.

(© 2012 Tobias Kohn
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Auch wenn wir P noch nicht kennen, kénnen wir doch die
Vektoren AP und BP angeben:

ﬁ;(ﬂff—?)’ ﬁg:<x—13_5>

-5 1.5

Damit erhalten wir die folgende Gleichung, die wir dann auch
gleich auflosen:

VE =724 (=52 = /(z—13.5)2 +1.52

(z—7)2+25 = (x—13.5)*4+2.25
22 — 14z +494+25 = 2% —27x+ 182.25+2.25
13z = 110.5
r = 85

Und damit haben wir die z-Koordinate vom Punkt P gefun-
den. Also ist P(8.5|0).

Abstand zwischen Punkten Schliesslich kannst du mit dem
Betrag auch den Abstand d(P, Q) zwischen zwei Punkten P
und () berechnen (d steht fiir Distang):

A(P.Q) = |PQ| = \/(zq — ) + (o — yp)?

Diese Formel spielt nicht nur innerhalb der Vektorgeometrie
eine Rolle. Auch in anderen Gebieten der Mathematik wirst
du immer wieder den Abstand zwischen zwei Punkten be-
rechnen miissen. Entsprechend solltest du dir diese Formel
langfristig merken.

Beispiel 1: Wie gross ist der Abstand zwischen A(1[5| — 3)
und B(7| — 1]4)?

d(A,B)=/(T—1)2+ (-1 =52+ (4— (-3))2=V121 =11

N
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-

3. Um den Betrag eines Vektors zu berechnen, verwendest du:

. @ bund @= @+ b sind beliebige Vektoren. Welche Aussagen sind dann

Qm‘z \

O a. Trigonometrie (Sinus und Cosinus),
O b. Den Satz des Pythagoras,
O c. Einen sehr genauen Massstab,

O d. Der Betrag lasst sich nicht berechnen.

immer richtig?

O a. Der Vektor ¢ ist sicher kiirzer als d.
O b. Die Vektoren @, b und & kénnen alle gleich lang sein.

O c. Der Vektor ¢ ist nie langer als die Langen von @ und b zusammen:
el < la] + (0]

O d. cist immer langer als @ — b.

)

(© 2012 Tobias Kohn
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Besonders wichtig sind die drei
Einheitsvektoren €z, €, €...

o
a

7

a

Ein hdufiges Problem: Finde den
Einheitsvektor €}, zu einem
Vektor a.

2.3 Einheitsvektoren

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Was ist ein Einheitsvektor und was bedeuten die Bezeich-
nungen €, €,, €7

* Wie findest du einen Einheitsvektor, der in eine vorgegebe-
ne Richtung zeigt?

* Was haben die Komponenten eines Vektors mit den Ein-
heitsvektoren €, €, €2 zu tun?

Ein Einheitsvektor ist ein Vektor, der gerade die Liange (den
Betrag) 1 hat (also eine Einheit). Besonders wichtig sind da-
bei die Einheitsvektoren, die in die Richtung der Koordina-
tenachsen zeigen: €;, €, und im dreidimensionalen noch €.
Du findest auch die gleichwertigen Bezeichnungen €1, €3, €3.

Die drei Einheitsvektoren €, €, €2 haben die folgenden Kom-
ponentendarstellungen: Im zweidimensionalen:

. (1) . [0
€x = 0 7ey— 1 I

bzw. im dreidimensionalen:

1 0 0
ez=10],eg=1],&z=10
0 0 1

Einheitsvektoren sind aber nicht nur €, €;, €2, sondern alle
Vektoren ¢ mit |0| = 1.

Oft hast du auch folgendes Problem: Du hast einen beliebigen
Vektor d. Nun brauchst du einen Einheitsvektor ¢;, der in die
gleiche Richtung zeigt wie d, aber den Betrag 1 hat.

Wenn du den Betrag vom Vektor @ kennst, ist es nicht sehr
schwierig, den Einheitsvektor dazu zu bestimmen. Stell dir
vor, @ habe den Betrag |d@| = 3. Dann streckst du @ einfach auf
einen Drittel und schon hast du den Einheitsvektor ¢, = %6.

Und wie sieht es aus fiir b mit || = 5 oder & mit |¢] = 3?
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Allgemein gilt folgendes: Wenn du einen Vektor ¢ mit dem
Betrag || mit - streckst, dann entsteht ein Einheitsvektor

ol

€,. Dieser zeigt in die gleiche Richtung wie . Also:

S )
€y = = V= -—F.
|71 |71
. , . . 5
Zerlegungen Wir ergénzen einen Vektor ¥ = 5 noch

einmal zu einem rechtwinkligen Dreieck. Allerdings zeichnen
wir die Katheten dieses Mal auch als Vektoren:

\e

Damit haben wir den Vektor @ zerlegt in 7 = v, + v;. Weil
s und @ in die Richtung der Koordinatenachsen zeigen, gilt

hier: v; = 5 - €, und v, = 3 - ¢;. Oder:

U = 5¢z + 3¢y
Das ist eine eindeutige Zerlegung, wie wir sie noch einige Ma-
le anwenden werden. Denn: Jeder Vektor lédsst sich eindeutig

in die Einheitsvektoren €, €, und (in 3D) €; zerlegen. Dabei
treten die Komponenten von ¢ als Streckfaktoren von €, €,,

e, auf.
t =x-€,+y-€,= ar; + 0
y = x T Y €= 0 A

und in drei Dimensionen:

T T 0 0
y | =v-ety-etzez=10 |+ y |+[ 0
z 0 0 z

(© 2012 Tobias Kohn
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Eine andere Art der Zerlegung Vektoren ¢ haben eine Rich-
tung und eine Lange. Die Linge entspricht dem Betrag || des
Vektors. Entsprechend gibt der Einheitsvektor €, die Richtung
von ¥ an.

Du kannst also jeden Vektor in seine Liange und seine Rich-
tung zerlegen:
U= |0]-é,

-

5. Einheitsvektoren:

. Die Summe zweier Einheitsvektoren:

. Welche Bedingung muss ein Vektor erfiillen, damit er sich in die Einheits-

Qm‘z \

O a. Zeigen alle in eine einheitliche Richtung,
O b. Haben alle gleiche Lange und Richtung,
O c. Haben die Lange 1.

O a. Ist wieder ein Einheitsvektor,
O b. Ist nie ein Einheitsvektor,

O c. Keines ist richtig.

vektoren €z, €, und (in 3D) €. zerlegen lasst?

O a. Die Komponenten miissen natiirliche Zahlen sein,
O b. Der Vektor muss nach rechtsoben zeigen,

O c. Keine Bedingung: Es geht immer.

J
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2.4 Rechnen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Wie addierst/subtrahierst du zwei Vektoren algebraisch?

* Warum kannst du Vektoren nicht genauso multiplizieren
und dividieren wie addieren und subtrahieren?

* Wie kannst du zu einem Vektor einen dazu senkrechten
Vektor finden?

Wenn du Vektoren in der Komponentendarstellung vorliegen
hast, dann ist es ausgesprochen einfach, damit zu rechnen.
Zwei Vektoren werden einfach addiert (subtrahiert), indem
du die entsprechenden Komponenten addierst (subtrahierst):

Qg by \ [ az b,
<ay>i<by>_<ayiay)'
(Das Symbol + bedeutet, dass diese Gleichung sowohl fiir

die Addition -+, als auch fiir die Subtraktion — gilt). Oder mit
einem Zahlenbeispiel:

(3)+(5)= (it )= (2)

Die geometrische Addition aus dem letzten Kapitel entspricht
tatsachlich einer algebraischen Addition. Genau dasselbe gilt
fiir die Subtraktion. Diese Verbindung zwischen Geometrie
und Algebra ist sehr wichtig: Sie macht die Stiarke der Vektor-
geometrie aus. Daher niitzt uns z.B. auch eine algebraische
Multiplikation nichts, solange wie keine geometrische Bedeu-
tung dafiir haben.

Streckung Schliesslich ldsst sich ein Vektor auch strecken.
Dazu multiplizierst du alle Komponenten mit dem Streckfak-

-G (-0
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Damit passt die Streckung auch mit der Addition zusammen:
U+ 7= 27.

a a a—+a 2a a
+ b= 0+0 | =] 26 | =2
c+ec 2c

Drehungen Ubrigens gibt es im Zweidimensionalen einen
hiibschen Trick, um einen Vektor um 90° zu drehen. Wenn du
also irgendeinen Vektor ¢ hast, dann kannst du damit sehr
einfach einen dazu senkrechten Vektor basteln.

Hier haben wir z.B. den Vektor ¥ um 90° gegen den Uhrzei-
gersinn gedreht.

\m

, O :

Siehst du, dass das Komponentendreieck im wesentlichen gleich

bleibt? Aus dem Vektor 7 = < g > wurde 7 = < _52 > Die

Komponenten sind vertauscht und die z-Komponente ist nun
negativ (weil der gedrehte Vektor nach links zeigt). Drehen
wir ¢’ noch einmal:

=2

5 O —

Dadurch entsteht ¢ = < :g ), der Gegenvektor zu v. Der

Gegenvektor zu v entsteht ja sowieso durch eine Drehung
um 180°. Beim Gegenvektor wurden nun die Vorzeichen bei-
der Komponenten gewechselt. Drehe ¢ noch einmal um 90°!
Welche Komponenten hat dann dieser Vektor "/?

(© 2012 Tobias Kohn
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Wir gehen noch einmal zum Anfang zuriick und drehen
dieses Mal im Uhrzeigersinn:

O

Hier erhalten wir ¢ = ( _25 ) . Wieder sind die Komponen-

ten vertauscht mit einem Vorzeichenwechsel (dieses Mal bei
der y-Komponente, weil ¢/ nach unten zeigt).

Das funktioniert im zweidimensionalen immer: Wenn du bei
einem Vektor die z- und die y-Komponente vertauschst und
ein Vorzeichen adnderst (entweder = oder y), dann wird der
Vektor um 90° gedreht. Je nachdem welches Vorzeichen du
anderst, dreht such der Vektor im oder gegen den Uhrzeiger-
sinn. Das spielt aber meistens keine Rolle. Wichtiger ist, dass

U= ( a > und ¥ = < _b>oder17’:( b >zueinander
b a —a

senkrecht sind.
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/ Qm‘z \

8. Wenn du von einem Vektor ¢ seinen Gegenvektor —¢ subtrahierst, dann
entsteht:

O a. Der Nullvektor,

O b. Ein Vektor der Lange 1,

O c. Ein doppelt so langer Vektor,
O d. Ein um 90° gedrehter Vektor.

9. Richtig oder Falsch? Weil die Multiplikationsvorschrift

al ) b1 . aip - b1

as by )\ az-bo
nur algebraische und keine geometrische Bedeutung hat, hat sie fiir die
Vektorgeometrie keinen Sinn.

10. Gegeben sind die beiden Vektoren

~(s) 3
U = 3 > = 1
2

Damit du @ + ¥ berechnen kannst, musst du:

<L

O a. « um eine z-Komponente erweitern,
O b. Die z-Komponente von o wegstreichen,
O c. Die z-Komponente von ¥ muss 0 sein,
O d. @+ ¥ lasst sich nicht berechnen.
11. Wenn du die z- und die y-Komponente eines Vektors vertauschst, dann
enstspricht das geometrisch:
O a. Einer Drehung um 90°,
O b. Einer Spiegelung an der y-Achse,
O c. Es entsteht der Gegenvektor,
O d. Nichts davon.
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2.5 Kollinearitat

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie tberpriifst du anhand der Komponenten, ob zwei Vek-
toren zueinander kollinear sind?

* Wie findest du algebraisch heraus, ob ein Punkt auf einer
Geraden liegt?

Zwei kollineare Vektoren zeigen in die gleiche Richtung. Aber / /¢ / f

wie erkennst du anhand der Komponenten, ob zwei Vektoren
kollinear sind?

Um dieses Problem zu l6sen, hilft uns die folgende Formu- Kollineare Vektoren haben die
lierung von ,kollinear“: Zwei Vektoren sind genau dann kol-  gleiche Richtung.

linear, wenn du den einen so strecken kannst, dass er dem

anderen entspricht. Es gibt also eine Zahl s € R mit

-s=7 oder U=s-7.

£

Schauen wir uns die folgenden drei Vektoren als Beispiel an:

2 6 10
a=(11|, =3, é=|=5
3 9 20

Aus der xz-Komponente siehst du, dass @ - 3 = b sein miisste,
also s = 3. Einsetzen ergibt:

2 6
3-a=3- 1 |=|3|=0
3 9

Wenn du also den Vektor @ mit 3 streckst, dann erhaltst du
tatsachlich den Vektor b. Die beiden sind also kollinear.

Schauen wir uns nun @ und ¢ an. Wiederum aus der z-Komponente
schliessen wir, dass @ - 5 = ¢ sein miisste, also s = 5. Wieder
einsetzen ergibt:

2 10 10
5.a=5-{1 =5 |#][ 5
3 15 20
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Die z-Komponente passt nicht. Also sind die beiden Vekto-
ren @ und ¢ nicht kollinear! Du darfst die Komponenten eines
Vektors nie mit unterschiedlichen Faktoren strecken.

Geraden Auf eine dhnliche Weise priifst du auch, ob ein
Punkt P auf einer Geraden ¢ liegt. Wenn namlich P auf ¢
liegt, dann erfiillt der Ortsvektor #p die Gleichung

Fp=17T4+5-d.

Wiederum muss der Faktor s fiir alle Komponenten gleich
sein. Sonst liegt P nicht auf der Geraden.

Beim folgenden Beispiel arbeiten wir mit der Geraden

(1) ()

und den beiden Punkten P(11|3) und Q(9|6).

IS

Du siehst bereits aus der Zeichnung, dass P auf g liegt, @
aber nicht. Uns geht es aber darum, dieses Resultat auch al-
gebraisch noch nachzuvollziehen.

Da P also auf g liegt, sollte die Gleichung

(D)-()=(2)

-~

=7p =9
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aufgehen: Es sollte ein eindeutiges s € R geben. Wenn du nur
die z- oder nur die y-Komponente anschaust, dann bekommst
du die beiden Gleichungen:

x:11=2+5-3, y:3=6+s-(—1).

Tatsachlich ergibt das fiir beide Gleichungen die selbe Losung
s = 3. Also liegt P auf g.

Fiir Q erhalten wir:

0N _(2),,. (3
6 ) \ 6 -1
mit den beiden Gleichungen

r:9=2+43s, y:6=6—s.

Das ergibt zwei unterschiedliche Losungen: s = % und s = 0.
Also liegt @ nicht auf g.

f Qm’z

O a. Die Differenzen by — a1 und by — as gleich sind,

O b. Die Summen aj + b1 und as + bo gleich sind,
0O d. Keines davon.

kollinear zu den ersten beiden.

N

12. Zwei Vektoren @ = < Zl ) und b = < Zl > sind kollinear, wenn:
2 2

O c. Die Quotienten by : aj und by : ay gleich sind (mit aq,ag # 0),

13. Richtig oder Falsch? Die Summe zweier kollinearer Vektoren ist wieder

~

/
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2.6 Linearkombinationen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie kannst du einen Vektor 7 als Linearkombination von
zwei anderen Vektoren @ und ¥ schreiben?

Die Vektoren @ = < 1 > und b = < _11 > stehen senkrecht

zueinander (Drehung um 90°). Nun kommt ein dritter Vektor

¢ = < g > hinzu. Die Aufgabe besteht darin, ¢ als Linear-

kombination von @ und b zu schreiben.

Zur Erinnerung: Eine Linearkombination von @ und b ent-
steht, wenn du @ und b irgendwie streckst und dann addierst.
Also:

F=s-a+t-b, s,t € R.
Die Schwierigkeit besteht darin, die Faktoren s und ¢ richtig
zu bestimmen.

Wir kennen die Vektoren @, b und ¢ ja mit Komponenten. Da-
mit konnen wir die Gleichung auch so schreiben:

(o) =+() ()= () () - (=

Anders ausgedriickt muss also gelten:

N———

s—1t=3 und s+t=09.

Das ist ein klassisches lineares 2 x 2-Gleichungssystem. Du
kennst auch bereits Methoden, um die Lésungen eines Glei-
chungssystems zu bestimmen. Damit bekommst du schliess-
lich die gesuchten Faktoren:

s—t = 3
s+t = 9

Im dreidimensionalen ergibt sich bei der gleichen Aufgaben-
stellung ein 3 x 3-Gleichungssystem. Dort ginge es dann dar-
um, drei Vektoren @, b, ¢ zu einem vierten d zu kombinieren.
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In der Vektorgeometrie wirst du sehr oft solche Gleichungs-
systeme l6sen miissen; und zwar sowohl 2 x 2 als auch 3 x 3.
Stelle daher sicher, dass du das auch gut kannst und {iibe
nochmals, wenn notig!

Geraden Eine verwandte Aufgabenstellung ergibt sich, wenn
du den Schnittpunkt zweier Geraden ausrechnen sollst. Wir
betrachten dazu wieder ein Beispiel.

Bestimme den Schnittpunkt S der beiden Geraden in der Zeich-
nung oben konstruktiv!

Die beiden Geraden g, und g, haben die Gleichungen:

e LYo 0 o (10N, 2
Ja:T =\ 35 )7\ 15 ) BT\ 5 -1

Weil ja nicht beide Geraden den selben Faktor haben miis-
sen, haben wir ihn einmal s und einmal ¢ genannt. Um den
Schnittpunkt zu finden, setzen wir nun beide Geraden gleich:

(s )70 (i) =(5) o (5)

Das entspricht dem Gleichungssystem:

1+s = 10+2¢ s—=2t = 9
35+1b5s = 5H—-t 15s+t = 1.5
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Auflosen nach s und ¢ ergibt: s = 3 und ¢t = —3. Damit haben
wir aber noch nicht den eigentlichen Schnittpunkt S, sondern
erste die Faktoren fiir die Geraden. Also setzen wir die Fakto-
ren ein:

(1 1\ _( 143 \ _[4
9“'7’5_<3.5)+3 <1.5>_<3.5+4.5>_<8)
und:

(10N g (2N _(10-6)_(4

PrS= 5 -1 )" 5+3 )78
Es ist also egal, mit welcher Geradengleichung du dann den

Schnittpunkt ausrechnest. Hier ist das Resultat S(4/8).

-

14. Im zweidimensionalen lasst sich ein Vektor ¥ als Linearkombination von
und ¢ schreiben:

15.

O a.
O b.
O c.
O d.

Zwei Geraden haben nur dann einen eindeutigen Schnittpunkt, wenn:

O a. Die Richtungsvektoren kollinear sind,

O b. Die Richtungsvektoren linear unabhingig sind,

O c.

Nur wenn p’ und ¢ zueinander senkrecht sind,
Immer wenn p und ¢ zueinander kollinear sind,
Wenn p’ oder ¢ zu v kollinear ist,

Immer wenn p und { linear unabhangig sind.

Keines von beiden.

Qm‘z \

J
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Kapiteltest

1. Konnen sich zwei Vektoren schneiden?

O a. Ja, z.B. genau in der Mitte,

O b. Nur wenn sie in verschiedene Richtungen zeigen,
O c. Nein, weil sie ortsunabhéngig sind,

O d. Nein, weil sie vom gleichen Punkt ausgehen.

2. Welche Aussagen sind richtig?

O a. Vektoren bestehen immer aus zwei Zahlen.
O b. Vektoren haben eine feste Richtung.

O c. Vektoren sind ortsunabhéngig.

O d. Vektoren gehen immer vom Nullpunkt aus.
O e. Vektoren haben eine Léinge.

O f. Vektoren haben zwei oder drei Koordinaten.

3. Die Vektoren @, ..., € sind gegeben. Konstruiere daraus
die folgenden Vektoren!

(@) 26+d— 3¢ (c) @+ 36— 2.5¢
b) (@+0)—(b—e) (d) 15(b+d) — 5(¢+@)

QA :

4. Schreibe die Vektoren 5, d und ¢ als Linearkombination
von ¢ und ¢.
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5. Das Dreieck AABC ist gegeben durch die Punkte:
A(4] —113), B(8|3| —5), C(12]|7]—71).
. - .
(a) Bestimme den Vektor AM, und stelle die Geraden-

gleichung fiir die Schwerelinie s, auf.
(b) Finde die Koordinaten des Schwerpunkts S.

6. (Siegerist, Wirth; p. 10) Gegeben sind die beiden Punk-
te A(4/4|3) und B(2|0| — 1). Wo durchstdsst die x-Achse
die Kugel mit dem Durchmesser AB? Also: Welche Punk-
te der z-Achse liegen auf der Kugel?

Hinweis: Die Kugel besteht aus allen Punkten, die vom
Mittelpunkt M aus den gleichen Abstand haben!

7. Im Dreieck AABC liegt P in der Mitte von AC und Q
in der Mitte von BC. Zeige, dass I@ = %E

8. Schreibe den Vektor ¢ als Linearkombination der Vekto-
ren @ und b.

= (3) () e ()

9. Bestimme den Schnittpunkt S der beiden Geraden g
und h.

pore (2 Yas(3). merm () (2)
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3 Das Skalarprodukt

Inhalte dieses Kapitels

Neben der Addition und der Subtraktion von Vektoren lernst Du
mit dem Skalarprodukt eine neue Operation kennen. Das Skalar-
produkt ist eine erste Mdglichkeit, um zwei Vektoren miteinander
zu multiplizieren und dient vor allem dazu, den Winkel zwischen
den Vektoren zu bestimmen. Das Skalarprodukt wird Dir aber
auch in weiteren Anwendungen immer wieder begegnen.

3.1 Einfithrung

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie berechnest du das Skalarprodukt von zwei Vektoren
aus deren Komponenten?

* Welche Rechengesetze gelten fiir das Skalarprodukt?

Das Skalarprodukt ist die erste von zwei sinnvollen Moglich-
keiten, Vektoren miteinander zu multiplizieren. Der Name
Skalarprodukt rithrt daher, dass das Ergebnis ein Skalar ist
(also eine Zahl) und kein Vektor! Das ist ein besonders wich-
tiger Punkt: Das Ergebnis des Skalarprodukts ist immer eine
Zahl.

Weiter vorne haben wir gesagt, dass eine algebraische Multi-
plikation nur dann sinnvoll ist, wenn es dafiir auch eine geo-
metrische Anwendung gibt. Das Skalarprodukt hat eine sol-
che Anwendung: Mit ihm l&asst sich der Zwischenwinkel zwi-
schen zwei Vektoren berechnen. Wie, das lernst du in diesem
Kapitel. Zuerst schauen wir uns aber kurz das Skalarprodukt
selber an.
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7-ql # |p1 - 4]

Ein kleiner aber wichtiger Un-
terschied: Auf der linken Sei-
te steht der Betrag einer Zahl
(weil das Skalarprodukt eine
Zahl ergibt). Auf der rechten
Seite sind es die Betrdge von
Vektoren, also das Produkt von
zwei Langen.

Das Unerwartete diirfte sein, dass wir beim Skalarprodukt
aufsummieren: Wir zdhlen die Multiplikationen zusammen:

aq b1
a-b= a2 . by =a1-by +ag by +as-bs.
as bs

Durch dieses Aufsummieren bzw. Zusammenzihlen entsteht
am Schluss eben ein Skalar und nicht ein Vektor. Mit Zahlen
sieht es so aus:

3 ~1
1 || 5 |=3-(-1)+1-5+(-5)-3=—13.
-5 3

Das Skalarprodukt der beiden Vektoren hier betragt also —13.

Natiirlich l&sst sich das Skalarprodukt genauso gut fiir zwei-
dimensionale Vektoren berechnen:

(_42)(52 ) =4-15+(-2)-(-8) =6+ 16 = 22.

Manchmal brauchen wir das Skalarprodukt ohne das Minus-
zeichen: Wir wollen also das Vorzeichen am Schluss wegma-

chen. Dazu verwenden wir Betrdge. | — 13| = 13, oder:
3 -1
- ql = 1 || 5 =|—13|=13.
) 3

Achtung: Diese Betrdge hier haben nichts mit Langenberech-
nung zu tun! Unterscheide also zwischen dem Betrag einer
Zahl (Minuszeichen wegschneiden) und dem Betrag eines
Vektors (Lidnge berechnen). Besonders im Zusammenhang mit
dem Skalarprodukt passieren hier hédufig Fehler.

Rechengesetze Es ist wichtig, dass du das Skalarprodukt
klar von der gewohnlichen Multiplikation von Zahlen unter-
scheidest. Dennoch gibt es zwei wichtige Rechengesetze, die
auch fiir das Skalarprodukt gelten: Das (bereits bekannte)
Kommutativgesetz und das (neue) Distributivgesetz.

Das Kommutativgesetz besagt auch hier, dass die Reihenfolge
beim Skalarprodukt keine Rolle spielt:

a-b=">b-a.
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Das Distributivgesetz regelt das Ausmultiplizieren (Klammern
auflosen):

a-(5+5):a-5+a-a

Achtung: Bei der Addition hatten wir noch das Assoziativge-
setz. Das gilt hier aber nicht!

Zahl Zahl

Links steht ein Vektor, der kollinear zu ¢ ist. Rechts ist ein zu
a kollinearer Vektor (a - bbzw. b- & sind ja einfach Zahlen, die
den Vektor ausserhalb der Klammer strecken). Dabei konnen
d und ¢ in vollig verschiedene Richtungen zeigen.

Definition Das Skalarprodukt zweier Vektoren ¥ und  ist:

U1 w1
vew=| vy || we | =v1 w4 vy wy+v3-ws
U3 w3

/ Qm‘z
1. Das Skalarprodukt tragt seinen Namen, weil:

O a. Nur Skalare miteinander multipliziert werden,
O b. Das Ergebnis immer ein Skalar ist,
O c. Es der Multiplikation mit einem Skalar entspricht,

0O d. Keines von oben.

das Resultat:

Oa. 2-4d,

Ob. 2-]d,
Oc a2

Od. 0.

N

2. Wenn du zu einem Vektor @ das Skalarprodukt @ - @ berechnest, dann ist

(© 2012 Tobias Kohn
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c
b a
/&)
- B
Mit dem Cosinussatg
a? = b? + ¢ — 2bc - cos()
kannst du aus gwei Seiten und

dem Zwischenwinkel die dritte
Dreiecksseite ausrechnen.

A

Wir setzen den Punkt A in den
Urpsrung, um die Rechnungen
zu vereinfachen.

3.2 Der Cosinussatz

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie kannst du den Winkel in einem Dreieck aus nur zwei
Dreiecksseiten berechnen?

* Wie berechnest du den Zwischenwinkel zwischen zwei Vek-
toren?

Erinnerst du dich an den Cosinussatz? Er erlaubt dir, aus den
drei Seitenldngen des Dreiecks einen Winkel im Dreieck aus-
zurechnen. In der Version

a® = b + ¢ — 2bc - cos(a)

lasst sich z. B. der Winkel « ausrechnen. In diesem Abschnitt
geht es darum, aus dem Cosinussatz eine neue Version her-
zuleiten, die auf Vektoren zugeschnitten ist.

Ein erstes Beispiel Unser Dreieck ist zundchst nicht mit
den Seitenldngen a, b und ¢ gegeben, sondern durch die Punk-
te im Koordinatensystem:
A@I-1),  B@E,  CG).
Daraus kannst du aber recht schnell die Seitenldngen berech-
nen. Schliesslich gilt z.B. ¢ = |E| Berechne die drei Seiten-
langen und vor allem die drei Winkel «, 8 und ~ fiir das oben
angegebene Dreieck!

Du solltest als Ergebnis o ~ 40.6° erhalten.

Der Allgemeine Fall Nach diesem Beispiel rrechnen wir das
ganze noch allgemein aus und versuchen, Formeln zu finden,
die immer gelten. Damit die Sache nicht zu kompliziert wird,
setzen wir den Punkt A in den Ursprung. Die zwei anderen
Punkte sind aber allgemein gegeben: B(b;|b2) und C(c1c2).
Wiederum wollen wir aus diesen Koordinaten den Winkel «
berechnen. Dieses Mal ist das Ergebnis aber eine Formel und
keine Zahl mehr.
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Wenn wir die Formel oben umstellen, erhalten wir:
2-b-c-cos(a) = b* 4 c* — a’.
Oder in Vektorenschreibweise:
2. ‘@‘ : ‘E‘ -cos(a) = ‘@‘2 + ’E’Q - ‘B?r

®

Mit den Punkten A, B und C erhalten wir die Vektoren:

(1) w-(2) ®-(3)

by ca — bo

Auf der linken Seite dndern wir nichts. Berechne den Aus-
druck auf der rechten Seite ®) mit den angegebenen (all-
gemeinen) Vektoren. Dein Ergebnis sollte dann die folgende
Form haben:

2[b] - | - cos(a) = 2 ( + ).

Erkennst du den Ausdruck in der Klammer rechts? Es ist das
Skalarprodukt aus dem letzten Abschnitt. Genauer b <.

Zum Skalarprodukt Dank dem Cosinussatz kannst du in
einem Dreieck AABC den Winkel « berechnen. Wenn du mit
Vektoren arbeitest, dann geniigen sogar zwei Seiten, um den
Zwischenwinkel zu berechnen:

6] - 2] - cos(a) = b-

Beachte: Links werden nur die Betrédge (Lédngen) der Vektoren
miteinander multipliziert. Rechts steht das Skalarprodukt.

Diese Skalarprodukt-Formel ist enorm wichtig und wird ab
jetzt immer wieder vorkommen. Natiirlich funktioniert sie
analog fiir andere Vektoren und Zwischenwinkel, etwa:

-

@ - B] - cos(y) = - b

Hinweis: Den Cosinussatz haben wir verwendet, um die Ska-
larproduktformel herzuleiten. Ab jetzt wirst du den Cosinus-
satz praktisch nicht mehr direkt brauchen, sondern mit dieser
neuen Formel arbeiten.
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Der Zwischenwinkel zweier Vektoren In der Anwendung
wirst du selten mit Dreiecken rechnen. Meistens hast du zwei
Vektoren gegeben und sollst nun den Zwischenwinkel berech-
nen. Auch hier gilt die selbe Formel wie bei den Dreiecken.

Satz (Zwischenwinkel-Formel) Den Zwischenwinkel © zwi-
schen den beiden Vektoren i und ¥ berechnest du iiber:

u-v

os(9) = e

Beispiel 1: Wie gross ist der Zwischenwinkel zwischen den
beiden Vektoren « und #7?

12 10
i=| 1 |, &= -2
~12 2

Fiir die Formel brauchen wir das Skalarprodukt und die Be-
trage der beiden Vektoren. Also:

G-T=12-10+1-(=25) + (—=12)-2="71

@] = /122 +12 + (—12)2 = 17
7] = /102 + (—25)2 + 22 = 27

Einsetzen in die Formel:

7
C17-27

cos(p) @ ~ arccos (0.155) ~ 81.1°.

N

Schliesslich funktioniert die Formel auch umgekehrt: Du kannst
das Skalarprodukt « - v zweier Vektoren berechnen, wenn du
die Betrdge (Lingen) und den Zwischenwinkel ¢ der beiden
Vektoren kennst.
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-

Qm‘z \

L

3. Fiir zwei Vektoren p'und ¢ gilt gerade: p'- ¢ = 5 - |p] - |q]. Wie gross ist

dann der Zwischenwinkel?

O a. 45°
O b. 60°
O c. 90°

O d. Das lasst sich nicht allgemein sagen.

. Das Skalarprodukt @ - b zweier kollinearer Vektoren a, b ist immer:

Oa. —1 oder 1,
Ob. 0,
O c. Entweder || oder |b],

O d. Gleich wie || - [b].

(© 2012 Tobias Kohn



Senkrechte Vektoren

63

3.3 Senkrechte Vektoren

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Was bedeuten die Begriffe orthogonal und normal?

* Wie findest du am einfachsten heraus, ob zwei Vektoren
zueinander senkrecht sind?

* Wie kannst du zu einem beliebigen Vektor einen dazu senk-
rechten Vektor angeben?

Im letzten Abschnitt haben wir folgende Formel aus dem Co-
sinussatz hergeleitet:

p-q=1pl- 14l - cos(p)-

Wenn du zwei beliebige Vektoren ' und ¢ gegeben hast, dann
kannst du damit den Zwischenwinkel ¢ berechnen. Das funk-
tioniert sowohl in 2 als auch in 3 Dimensionen.

Ein besonders wichtiger Fall ist ¢ = 90°. Oder: Wann stehen
zwei Vektoren senkrecht zueinander? Weil cos(90°) = 0 ist,
reduziert sich die Formel oben auf:

p-d=0 & ©=090°

Also: Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist genau dann Null,
wenn die Vektoren aufeinander senkrecht stehen.

Neben senkrecht sind auch die gleichwertigen Bezeichnungen
orthogonal und normal iiblich. Besonders oft wirst du dem Be-
griff Normalenvektor fiir einen senkrechten Vektor begegnen.

Orthogonale Vektoren konstruieren Du hast bereits ge-
lernt, einen Vektor um 90° zu drehen. Wir berechnen nun das
Skalarprodukt zwischen einem Vektor @ und dem gedrehten
Vektor a’:

a-a = x . y — . R = — - —
aa-(y) (—x) x-y+y-(—x)=axy—zy=0.

Damit haben wir das Resultat von vorhin nochmals bewiesen:
Wenn du x und y miteinander vertauschst und ein Vorzeichen
anderst, dann entsteht ein senkrechter Vektor.

(© 2012 Tobias Kohn
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Mit dem Skalarprodukt kannst
du den Zwischenwinkel ¢
berechnen.
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— . . . .. . . .
0 Funktioniert dieses Verfahren auch fiir dreidimensionale Vek-
toren? Kannst du auch im dreidimensionalen Raum zu einem

gf gegebenen Vektor einen dazu senkrechten Vektor konstruie-
\ ren? Im Prinzip wiirde das gehen. Aber: Es wiirde dir nichts

bringen!
Im Dreidimensionalen ist die Im dreidimensionalen Fall gibt es ndmlich unendlich viele
Richtung eines orthogonalen Richtungen, die zu einer vorgegebenen Richtung senkrecht

Vektors ¥/ nicht mehr festgelegt: ~ stehen. Welche ist nun die Richtige?
Es gibt unendlich viele

Moglichkeiten. Drei sind hier

eingezeichnet.

f Quiz \

5. Wenn das Skalarprodukt zweier Vektoren Null ist, dann sind die Vektoren:

O a. Senkrecht,
O b. Normal,
O c. Kollinear,

O d. Orthogonal.

N /
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3.4 Projektionen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Was ist der Unterschied zwischen einer Projektion und einer
Drehung?

* Was hat das Skalarprodukt mit Projektionen zu tun?

* Wie kannst du mit dem Skalarprodukt einen Vektor in eine
bestimmte Richtung projizieren?

Das Skalarprodukt ist ganz niitzlich, um Zwischenwinkel zu
berechnen. Aber was kannst du dir konkret unter dem Ska-
larprodukt vorstellen? Diese Frage lasst sich nicht mehr so
einfach beantworten: Das Skalarprodukt ist etwas abstraktes
und es gibt keine offensichtliche geometrische Interpretation
dafiir. In diesem Abschnitt wollen wir trotzdem versuchen,
einen geometrischen Zugang zu finden.

Streckenlidngen und Rechtecksflichen Aus der klassischen
Geometrie weisst du: Wenn du zwei Strecken miteinander
multiplizierst, dann erhéltst du den Fldcheninhalt des ent-
sprechenden Rechtecks. Ware es da nicht logisch, wenn das
auch mit Vektoren so ware?

Mit dem Betrag kannst du von einem Vektor die Linge be-
rechnen. Multiplizierst du dann die Lidngen zweier Vektoren,
dann ergibt sich eine ,Rechtecksfliche“ wie bei den Strecken.
Was andert sich nun beim Skalarprodukt? Was ist der Unter-
schied zwischen @ - b und || - |b]?

Das Skalarprodukt kann die Flache eines Rechtecks nur be-
rechnen, wenn die beiden Vektoren in die gleiche Richtung
zeigen. Das klingt zwar paradox, ist aber tatsichlich so:

ISES
S

=

L
_

Fiir Vektoren mit der gleichen Richtung gilt also: &@-b = |a|-|b).

(© 2012 Tobias Kohn
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Wenn gwei Vektoren die Seiten
eines Rechtecks bilden, kannst

du mit den Betrdgen die Fldche
ausrechnen:

@l - 6] = Ao

Mit dem Skalarprodukt geht
das allerdings nicht. Warum?
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Und wenn die beiden Vektoren nicht in die gleiche Richtung
zeigen? Dann dndert das Skalarprodukt einen Vektor so ab,
dass die Richtung nachher gleich ist. Und zwar geschieht das
mit einer Projektion.

Po Projektionen Eine Projektion ist ein ,Schattenwurf.“ Der
" Pfeil wird nicht auf die Grundlinie gedreht, sondern recht-
winklig nach unten gezogen. Stell dir vor, dass von links oben

das Licht auf den Pfeil féllt. s ist dann der Schatten des Pfeils.

Projektionen kommen in den
unterschiedlichsten
Zusammenhdngen vor und sind
sehr wichtig. Hier wird ein
Punkt P auf eine Ebene
projiziert.

Projektion Drehung

Ganz egal, wie der Pfeil und die Grundlinie liegen: Der Pfeil
wirft seinen Schatten immer senkrecht zur Grundlinie.

Die Projektion des Skalarprodukts Das Skalarprodukt hat
im Prinzip zwei Schritte, die fest miteinander verbunden sind.
Zuerst wird der Vektor @ so projiziert, dass er in die Richtung
von b zeigt. Dieser projizierte Vektor @’ wird dann mit b zu
einer Rechtecksflache verrechnet.

Wie der Vektor a genau liegt, ist
fiir das Skalarprodukt
unerheblich: Er wird sowieso in
die Richtung von b projiziert.

Es ist nicht wirklich moéglich, diese beiden Schritte zu tren-
nen: Das Skalarprodukt macht beides in einem! Zudem gilt
hier natiirlich: @-b = @ - b. Dem Skalarprodukt ist dabei egal,
ob der Vektor @ bereits projiziert wurde.

(© 2012 Tobias Kohn
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Woher aber weisst du, welcher der beiden Vektoren & oder

b projiziert (und damit verkiirzt) wird? Es spielt keine Rolle!
Das Resultat am Schluss ist das gleiche.

- 7 N Y
a-b=a-b=a-b

Y
IS8
Sl

Wenn iibrigens die beiden Vektoren @ und b zueinander senk-
recht stehen, dann verschwindet die Projektion (der Schat-
ten) von a (bzw. von 5). Damit ergibt sich dann auch wieder
der wichtige Grundsatz:

ilb < ad-b=0.

Ein Blick ins Skalarprodukt Mit der Winkelformel kénnen
wir sogar einen Blick ,,ins“ Skalarprodukt hineinwerfen und
sehen, wie es arbeitet.

a-b=|p-

Mit dem Cosinus wird zuerst die Schattenldange von @ berech-
net. Dann werden die beiden Teile wie Strecken (d.h. eben
nur die Langen) miteinander multipliziert.

Wenn du die Formel umstellst, dann wird zuerst b projiziert.
Das Ergebnis ist aber das gleiche.
@-b=al- 5| - cos(p)
~—_——

-

']

Vektoren projizieren Fiir viele Aufgaben wére es sehr prak-
tisch, wenn wir einen Vektor auf eine Gerade bzw. in eine spe-
zielle Richtung projizieren konnten. Aus a und b wollen wir
also nicht die Flache des Rechtecks, sondern den Vektor a'.

Weil das Skalarprodukt das Projizieren und das Multiplizie-
ren in einem durchfiihrt, kénnen wir den projizierten Vektor

(© 2012 Tobias Kohn

Die Schattenldnge |d’| ldsst sich
auch mit dem Cosinus des
Zwischenwinkels ¢ berechnen.
Dagzu braucht man allerdings
diesen Zwischenwinkel ¢. Das
Skalarprodukt macht das
automatisch.
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Aus dem Skalarprodukt (der
Rechtecksfldche) und der
Seitenldnge |b| konnen wir die
Ldnge von d’ berechnen.

Hier ist b der Richtungsvektor
einer Geraden. Dann kannst du
jetzt den Vektor d auf diese
Gerade projizieren und den
Vektor @’ ausrechnen.

d’ nicht so einfach herauslesen. Es gibt aber eine Moglichkeit,
um immerhin herauszufinden, wie lang @’ ist. Fiir das Skalar-
produkt gilt ja:

a-b=da-b=|a|-|p

Die Linge von @' erhalten wir also, wenn wir das Skalarpro-
dukt durch die Linge von |b| teilen. Anschaulich: Wenn wir
die Rechteckfliache durch die Seite b teilen, dann erhalten wir
die Lange der Seite a’. Zwar haben wir nicht den Vektor a’
selber, aber immerhin seine Lange.

Jetzt kommt uns die Vektorzerlegung zu Hilfe. Erinnerst du

dich, dass du jeden Vektor in seine Lidnge und seine Richtung

zerlegen kannst? Umgekehrt kannst du aus einer Linge und

einer Richtung auch wieder einen neuen Vektor basteln. Ge-

nau das tun wir jetzt mit der Linge |@’| und der Richtung e;:
a=|d|l-e.

Hier haben wir ausgenutzt, dass @’ und b in die selbe Richtung

zeigen. Also konnen wir fiir @ einfach die Richtung von b
verwenden.

Die einzelnen Schritte konnen wir auch zu einer einzigen For-
mel zusammenhéngen:

SI

5
_ab g

=/

—

b
N Il
e;, wird umgekehrt erweitert.

Gelegentlich wird das % zu einem e zusammengefasst oder

00 (c‘i-l—{).l?
o] o] |b]?

Immer wenn du den Vektor @ in die Richtung eines Vektors b
projizieren willst, spielt ja nur die Richtung von b eine Rolle.

(© 2012 Tobias Kohn
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So kommt es, dass wir von b auch nur die Richtung (also den
Einheitsvektor) benotigen: el.

Zum Schluss noch eine Anmerkung: Wenn wir das Skalarpro-
dukt als Flache eines Rechtecks auffassen wie hier, dann wird
auch klar, warum das Ergebnis immer eine Zahl sein muss
und nicht ein Vektor! Flicheninhalte haben keine Richtung.

Zusammenfassung In der klassischen Geometrie wird mit
der Multiplikation aus zwei Streckenldngen eine Rechteck-
flache. In der Vektorgeometrie berechnet das Skalarprodukt
aber nicht mehr nur eine Rechteckflache. Das Skalarprodukt
fiihrt vor allem zuerst eine Projektion durch. Diese Projektion
ist es dann auch, die das Skalarprodukt so niitzlich macht.

Anstatt mit dem Skalarprodukt zu rechnen, kénntest du auch
iiberall zuerst die Winkel bestimmen und dann mit der Tri-
gonometrie arbeiten. Das Skalarprodukt nimmt dir aber in
vielen Féllen die Arbeit mit den Winkeln und der Trigonome-
trie ab. Konkret: Ohne das Skalarprodukt miisstest du immer
zuerst die Betrdge der Vektoren ausrechnen, Zwischenwinkel
bestimmen und dann mit der Winkelformel arbeiten.

-

N

Qm’z

6. Das Skalarprodukt €, - €, zweier Einheitsvektoren:

O a. Entspricht dem Zwischenwinkel ¢,
O b. Entspricht dem Cosinus des Zwischenwinkels cos(y),
O c. Ist immer O oder 1,

O d. Liegt immer zwischen 0 und 1.

. Welche Aussagen sind richtig?

O a. Projektionen erhalten die Lange eines Vektors: |d| = |d'|.

O b. Projektionen sind spezielle Drehungen.

O c. Projektionen erfolgen immer rechtwinklig zur Grundlinie/-fliche.

O d. Projektionen erhalten die Richtung eines Vektors: e; = e.

/

(© 2012 Tobias Kohn
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Wie weit sind der Punkt P und
die Gerade g voneinander
entfernt?

3.5 Abstandsprobleme

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Auf welche zwei Arten kannst du den Abstand zwischen
einem Punkt und einer Geraden berechnen?

* Wie kannst du die Flache eines Dreiecks berechnen?

Die Idee der Projektion aus dem letzten Abschnitt machen wir
uns jetzt zunutze, um folgendes Problem zu 16sen:

Gegeben sind die Gerade g und der Punkt P. Wie gross ist
der Abstand zwischen P und g? Oder: Welcher Punkt QQ € g¢
kommt P am néchsten?

Der Abstand entspricht immer der kiirzesten Verbindung. Wenn
du also (Q kennst, dann ist es ein einfaches, den Abstand zwi-
schen P und ¢ auszurechnen. Unsere erste Losung fiir das
Problem zielt darauf ab, () zu berechnen.

Zu einer Geraden gehort immer ein Aufhdngepunkt A und
ein Richtungsvektor . Wenn wir diese zusammen mit dem
Vektor AP einzeichnen, ergibt sich folgendes Bild:

Kommt dir das Bild bekannt vor? Siehst du die Ahnlichkeit
zur Projektion im letzten Abschnitt? Wir miissen eigentlich
nur die ,Schattenldnge® von ﬁ bestimmen und kommen
dann fast automatisch auf Q.

Die Projektion von ﬁ auf die Gerade g konnen wir mit dem
Skalarprodukt berechnen. Aber Vorsicht! Wir projizieren AP
auf ,@“—im Skalarprodukt miissen wir @ daher zuerst in einen
Einheitsvektor verwandeln!

AP -G

|_"

AQ=A4P ¢, =

(© 2012 Tobias Kohn
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Auf () selber kommen wir mit 0‘65 = O—}l + E Bisher haben
wir erst die Lange von A(). Wir multiplizieren also nochmals

mit e,:
(AP -d) @
a2 -

A0 = AQ - ¢, =

Damit kannst du jetzt Q und anschliessend die gesuchte Di-
stanz d berechnen.

Abstande Wenn wirklich nur die Distanz zwischen P und
der Geraden g gesucht ist, interessiert uns der Punkt () viel-
leicht gar nicht. Fiir diesen Fall suchen wir nun eine direktere
Formel, die ohne () auskommt.

Die kiirzeste Verbindung zwischen dem Punkt P und der Ge-
raden g steht senkrecht zu g: Das Dreieck A AQ P hat also bei
Q einen rechten Winkel. Daher gilt mit dem Pythagoras:

d = \/|AP]2 — |AGP.

Mit dem Skalarprodukt schreiben wir den Vektor E SO um,
dass Q nicht mehr vorkommt (siehe oben):

@z(ﬁ-e})f}

Wie lang ist dieser Vektor m? Fiir den Pythagoras brauchen
wir ja nur den Betrag des Vektors und der ist |[AQ| = AP - €.
Damit bekommen wir folgende Formel fiir die Distanz:

d= \/11@12— (ﬁ-e;y

Dreiecksflichen berechnen Die Abstandsberechnungen ver-
wenden wir jetzt, um die Flidche eines Dreiecks zu berech-
nen. Vom Dreieck AABC kennst du dabei die Koordinaten
der Punkte A, B und C. Zudem magst du dich natiirlich noch
an die Formel fiir die Dreiecksflache erinnern:

1
FABC = 5(9 : h’)7
wobei g die Grundlinie und A die entsprechende Hohe ist.

(© 2012 Tobias Kohn

A

Die Dreiecksfldche berechnet
sich aus einer Grundseite und
der entsprechenden Hohe, 2. B.:
cund h.
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Was hat aber die Dreiecksfliche mit Abstidnden zu tun? Die
Hohe h,. in einem Dreieck gibt gerade den Abstand des Punk-
tes C' von der Gerade AB an. Genauso entspricht h, dem
Abstand von A zu BC. Die Hohe, die wir fiir die Flachenfor-
mel brauchen, konnen wir also mit der Abstandsformel oben
berechnen:

h= |@|2—(ﬁ- ’?

)

Diese Hohe multiplizieren wir mit %Lﬁ], um die Flache zu
berechnen. Mit etwas umformen kommst du schliesslich auf

die folgende Formel:

Pasc = 1\ |ABR (40 - (B 4c)’

-~

. Du mochtest den Vektor ¥ auf die Gera-

Quiz

8. In einem Dreieck AABC ist b = E und ¢ = @ Mit welchen Aus-

driicken l|3sst sich dann die Flache A berechnen?

Oa. 1[b]- 1@ - cos(a),
Ob. 18] @ - sin(w),
Oe 3Bl 1 - /I cos?(a),
Od. Lpl-ld-VE-e

de g projizieren. Bei der Geraden g zeigt
der Richtungsvektor aber in die ,falsche
Richtung.” Gibt dann ¥ - €; immernoch
die Schattenldnge s an?

O a. Ja, die Formel funktioniert immer,
O b. Nein, die Formel gilt nicht mehr unbedingt,
O c. Im Prinzip ja, aber ¥ - €, wird negativ,

O d. Das lasst sich nicht allgemein sagen.

~

J
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Inhalte dieses Kapitels

Geraden sind nichts Neues: Du bist ihnen schon einige Male be-
gegnet. In diesem Kapitel werfen wir einen genaueren Blick dar-
auf. Dabei geht es insbesondere um die gegenseitige Lage zweier
Geraden: Sind sie parallel oder schneiden sie sich in einem Punkt?

4.1 Darstellungsformen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Welche zwei grundsatzlichen Moglichkeiten gibt es, um eine
Gerade in der Ebene algebraisch zu beschreiben?

* Wie kommst du von der Parameterform auf die Koordina-
tenform oder umgekehrt?

Es gibt zwei verschiedene Arten, im zweidimensionalen ei-
ne Gerade algebraisch zu beschreiben. Du kennst auch schon
beide Arten: Mit Vektoren oder mit einer linearen Funktion.

Lineare Funktionen Wie ging das nochmals mit linearen
Funktionen? (Hoffentlich magst du dich erinnern: Lineare
Funktionen sind sehr wichtig). Fiir die Funktionsgleichung

y=mz+q

einer linearen Funktion brauchst du die Steigung m und den

y-Achsenabschnitt ¢ einer Geraden. Die Steigung m ist meis-
tens ein Bruch m = %'

(© 2012 Tobias Kohn
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Bei der Funktionsgleichung
beschreiben wir eine Gerade f
durch die Steigung m und den
y-Achsenabschnitt q.
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Die selbe Gerade links mit der

Steigung m

rechts mit dem Vektor @ = (g)

? RSP .(
/” Ay ; : Ay
Ax Ax

_ Ay _ 3
—M—E)und

Parameterform Der Punkt P liegt auf deiner Geraden. Wenn
du von P bereits eine Koordinate hast (z.B. z), dann kannst
du mit der Funktionsgleichung sehr einfach die andere Koor-
dinate berechnen.

Mit Vektoren haben wir da einen anderen Ansatz: Wie be-
rechnen beide Koordinaten gleichzeitig aus einem Parameter

S:
=r s-da.
y A
——

s
=rp

Dabei ist A der Anfangs- oder Stiitzpunkt und a der Rich-
tungsvektor. Den Vektor r, bezeichnen wir oft auch mit .
Hier musst du den Streckfaktor bzw. Parameter s kennen, um
schliesslich auf den Punkt P(z|y) zu kommen. Diese Form
einer Gerade mit Vektoren heisst die Parameterform oder Pa-
rametergleichung.

Umwandlungen Es ist nicht so schwer, die eine Form in die
andere umzuwandeln. Wie du das machst, lernst du jetzt.

Am einfachsten ist es, den Richtungsvektor d in eine Steigung
zu verwandeln und umgekehrt:

m = Ay & a= Ax
Az -\ Ay /)
Es sind die gleichen Zahlen — einmal als Vektor und einmal

als Bruch aufgeschrieben. Natiirlich kannst du noch kiirzen
oder erweitern.

Wenn du eine lineare Funktion gegeben hast, dann nimmst
du einfach den Schnittpunkt mit der y-Achse (0|q) als Stiitz-
punkt fiir die Parameterform.

Beispiel 1: Wir haben die lineare Funktion y = %az —5. Dann
ist die Parameterdarstellung:

(v)=(5)=()

Um von der Parameterform auf die lineare Funktion zu kom-
men, musst du von der Parameterform den Stiitzpunkt A in
die Funktionsgleichung einsetzen und ¢ ausrechnen.

N
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Beispiel 2: Aus der Parameterdarstellung

oio(3)+ (4)

erhalten wir die Steigung m = _75 Wir setzen den Punkt
P(4]3) ein, um ¢ auszurechnen:

5 5
y:—§-aj+q = 3:—5-44—(] = g¢q=13.
Damit ergibt sich die Funktionsgleichung y = —%3: + 13.
<

In diesem Beispiel konnten wir die letzte Gleichung schliess-
lich noch in eine andere Form bringen:

5z + 2y — 26 = 0.

Diese Form heisst die Koordinatenform oder Koordinatenglei-
chung der Geraden.

Die Koordinatengleichung Der Unterschied zwischen der
Koordinatengleichung und der Funktionsgleichung ist folgen-
der: Bei der Funktionsgleichung wird die Gleichung nach y
aufgelost. Bei der Koordinatengleichung wird alles auf eine
Seite gebracht.

y=mx+q & ar+by+c=0.
— Sy —
Funktionsgleichung Koordinatengleichung

Leider kann nicht jede Gerade mit einer Funktionsgleichung
dargestellt werden: Eine Gerade, die parallel zur y-Achse (al-
so senkrecht nach oben) verlduft, 14sst sich nicht in die Form
y = ... bringen (Warum geht das nicht?).

Allerdings lasst sich jede Gerade in der Ebene mit einer Ko-
ordinatengleichung schreiben. Deshalb verwenden wir meis-
tens die Form ax + by + ¢ = 0 anstelle von y = mz + ¢. An
sich sind aber beide Formen ziemlich gleichwertig (bis auf die
oben angegebene Ausnahme).

(© 2012 Tobias Kohn
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1. Die Gerade zur Koordinatengleichung x + y = 0:

O a. Geht durch den Ursprung,
O b. Hat die Steigung m = 1,
O c. Ist eine senkrechte Gerade nach oben,

O d. L3sst sich nicht mit Vektoren schreiben.

2. Welche Steigung m gehort zur Geraden

f:<g>+&(§)?

Oa. m=—1,
Ob. m=0,
Oc m=2,

O d. m lasst sich nicht berechnen.

(© 2012 Tobias Kohn
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4.2 Gleichungssysteme

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Woran erkennst du, ob ein Gleichungssysteme keine oder
unendlich viele Lésungen hat?

* Woas bedeutet es, wenn du fiir zwei Geraden keinen Schnitt-
punkt berechnen kannst?

Gleichungssysteme haben nicht immer eine eindeutige Lo-
sung. Wenn du zum Beispiel die selbe Gleichung zweimal auf-
schreibst, dann hast du noch kein , echtes“ Gleichungssystem.
Versuchst du trotzdem, dieses System zu l6sen, so bekommst
du als Resultat ,,0 = 0%, ,,1 = 1“ oder etwas dhnliches.

Wir konnten aber auch zwei Gleichungen haben, die sich wi-
dersprechen. Etwa:

3z+2y = 4
3x+2y = 5

Beim Losen dieses Systems stossen wir auf ,,4 = 5“ oder einen
dhnlichen Unsinn.

Fiir 2 x 2-Gleichungssysteme gibt es also drei Falle:

e Das Resultat ist ein eindeutiges Zahlenpaar (z.B. (3,1)).

e Das Resultat ist immer richtig (z.B. 0 = 0). Dann gibt
es unendlich viele Losungen.

e Das Resultat ist immer falsch (z.B. 0 = 1). Dann gibt es
keine Losung.

Doch was haben Gleichungssysteme mit Geraden zu tun? Sie
entstehen ganz automatisch, wenn du den Schnittpunkt zwei-
er Geraden g und h berechnen mochtest. Und auch da gibt es
im zweidimensionalen drei mogliche Falle:

e g und A schneiden sich in einem eindeutigen Schnitt-
punkt.

(© 2012 Tobias Kohn
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e g = h. Dann ist jeder Punkt auf g bzw. h ein ,,Schnitt-
punkt®. Es gibt also unendlich viele Losungen.

e g und h sind parallel zueinander. Dann gibt es keinen
Schnittpunkt.

Diese drei Fille passen genau zu den drei Féillen bei den Glei-
chungssystemen.

Beispiel 3: Du hast die beiden Geraden g und h vorgegeben:

e () () me=(5) 0 (3)

Achtung: Bei den beiden Parametern handelt es sich nicht um
das gleiche s. Wenn du also den Schnittpunkt ausrechnest,
musst du ein s durch ein ¢ ersetzen!

Wir setzen die beiden Gleichungen gleich:
3 -3 9 2
(i) = ()= (3) = (F)
und kommen so auf das Gleichungssystem:

3—3s = 9+ 2t —3s—2t = 6
14+2s = 3+t 2s —t = —11

Auflosen ergibt die Losung (s = —4,t = 3). Achtung: Das ist
noch nicht der Schnittpunkt! Der ergibt sich, wenn du nun s
oder t in die Geradengleichung einsetzst:

()-()-(3)-(%) - s

Koordinatenform Die genau gleichen Geraden konnen wir
auch in der Koordinatenform schreiben:

g:2x+3y—48 =0, h:x—2y—3=0

Wir suchen nun einen Punkt S(z|y), der beide Gleichungen
gleichzeitig erfiillt. Damit lautet das Gleichungssystem:

2 +3y = 48
r—2y = 3

Mit der Losung (z = 15,y = 6). Hier entsprechen x und y ge-
rade den Koordinaten des gesuchten Punkts, so dass S(15|6)
der Schnittpunkt ist.

(© 2012 Tobias Kohn
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N

Beispiel 4: In diesem Beispiel schneiden wir die Gerade g
von vorhin mit der neuen Geraden k:

e (B) e () wr= (5) ()

Vielleicht siehst du bereits an den Richtungsvektoren, dass g
und k parallel sind. Aber handelt es sich um ein und dieselbe
Gerade oder sind sie wirklich parallel?

Wir schneiden:

3—3s = 18-6t —3s+6t = 15
14+2s = 944t 2s =4t = =5

Die erste Gleichung multiplizieren wir mit 7% und erhalten
damit das Gleichungssystem:

2s —4t = —10
2s —4t = =5

Auflosen ergibt dann z.B. 0 = 5. Das heisst: Die beiden Gera-
den sind echt parallel und haben keinen einzigen gemeinsa-
men Punkt!

Koordinatenform Auch hier konnen wir mit der Koordina-
tenform arbeiten:

g:20+3y—48=0, k:2x+3y—63=0.

Die Ahnlichkeit der beiden Geraden ist auch hier sichtbar.
Wenn wir nun das Gleichungssystem fiir den Schnittpunkt
aufsetzen, ergibt sich:

2 +3y = 48
20 +3y = 63

Offensichtlich ergibt sich auch hier etwas sinnloses wie 0 =

15. Und damit haben die beiden Geraden keinen Schnittpunkt.

N
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Es kann durchaus vorkommen, dass sich fiir zwei Geraden
kein Schnittpunkt berechnen ldsst. Am Ergebnis kannst du
jetzt sogar ablesen, ob die beiden Geraden echt parallel oder
eher identisch sind. Trotzdem bist du gut beraten, auch noch
die Richtungsvektoren (oder Steigungen) kurz miteinander
zu vergleichen, um Rechnungsfehler auszuschliessen. An den
Richtungsvektoren erkennst du schliesslich auch, ob zwei Ge-
raden parallel zueinander sind.

/ Quiz \

3. Parallele Geraden haben immer:

O a. Den gleichen Richtungsvektor,

O b. Kollineare Richtungsvektoren,

O c. Den gleichen Stiitzvektor,

O d. Sowohl die Stiitz- als auch Richtungsvektoren sind kollinear.

4. Du versuchst, zwei parallele Geraden miteinander zu schneiden. Welches
Resultat konnte dabei herauskommen?

Oa. 4=3,
Ob. -8 = -8,
Oc (2,5),

0O d. Keines davon.

5. Du schneidest zwei Geraden miteinander und erhiltst als Losung (3,4).
Gibt dieses Zahlenpaar die Koordinaten des Schnittpunkts an?
O a. Ja, immer.
O b. Nur, wenn die Geraden in Parameterform vorliegen.
O c. Nur, wenn die Geraden in Koordinatenform vorliegen.
O d. Nein, nie.

N /
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4.3 Schnittwinkel

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie berechnest du den Winkel, unter dem sich zwei Gera-
den schneiden?

Zwei Geraden g und h schneiden sich. Wie du den Schnitt-
punkt ausrechnest, weisst du bereits. Zuséatzlich sollst du aber
auch den Winkel berechnen kénnen, unter dem sich die bei-
den Geraden schneiden. Dazu miissen wir fiir die Koordina-
tenform und die Parameterform zwei vollig verschiedene We-
ge gehen. Fiir die Vektorgeometrie ist vor allem die Methode
mit der Parameterform wichtig. In anderen Gebieten wirst du
aber oft mit Funktionen arbeiten und deshalb zeigen wir hier
auch diese Methode kurz.

Parameterform — Mit Vektoren Fiir den Schnittwinkel ist
vollig egal, wo der Schnittpunkt ist. Das einzige, was eine Rol-
le spielt, sind die Richtungen der Geraden. Weisst du noch,
wie du den Zwischenwinkel zweier Vektoren berechnest?

Du hast also zwei Geraden
— — o

g:T=1r,4+s-a, h:7"=rg+s-b.

Dann ergibt sich der Zwischenwinkel ¢ durch die Formel

Eine kleine Schikane kommt noch dazu. Wenn sich zwei Ge-
raden schneiden, dann gibt es zwei ,,Schnittwinkel.“ Wir su-
chen jeweils den kleineren der beiden Winkel. Wenn also ¢
grosser als 90° ist, dann musst du zuerst noch 180° — ¢ rech-
nen, um den gesuchten Winkel zu finden.

Beispiel 5: Wir haben die beiden Geraden

v () s (8)0 e () ae( )

(© 2012 Tobias Kohn
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Zwei Geraden schneiden sich
jeweils unter zwei sich
ergdnzenden Winkeln ¢, und
9. Wir suchen meist den
spitzen Winkel (hier ¢1).
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Az

Die Steigung m ist gerade der
Tangens des Steigungswinkels
a:

_ Ay _

tan(a) = Ay =M

Der Schnittpunkt liegt bei S(9|5). Uns interessiert aber der
Schnittwinkel :

—

cos(p) - L0 _4-9 1
PTE T Vioos Vo

Fiir ¢ erhalten wir damit ¢ = 108.435°. Der gesuchte kleinere
Zwischenwinkel ist also 180° — 108.435° = 71.656°.

N

Lineare Funktionen Die zweite Methode besprechen wir
nicht fiir Koordinatengleichungen ax + by + ¢ = 0, sondern
fiir Funktionsgleichungen y = mx + ¢ (also so, wie du die
Probleme meistens sowieso antriffst). Wandle dazu die Koor-
dinatenform zuerst in die Funktionsgleichung um: Dadurch
bekommst du vor allem auch die Steigung m. Aus der Stei-
gung m lasst sich der Steigungswinkel « direkt berechnen:

_ Ay _
_Aa:_m

tan(a)

Nachdem du also die Steigunswinkel der beiden Geraden aus-
gerechnet hast, ergibt sich der Zwischenwinkel einfach als
Differenz der beiden Winkel:

¢ = la1 — agl.

Auch hier bekommst du moglicherweise zuerst den grosseren
Schnittwinkel und musst dann diesen in den kleineren um-
rechnen.

Beispiel 6: Die beiden Geraden sind hier in der Koordina-
tenform angegeben:

g:3x—y—22=0, h:2x—5y+7=0.

Wir bringen sie daher zuerst in die Form y = mx + ¢, um die
Steigung m ablesen zu kénnen:
2 7

ry=3x-22, hiy=_-z+-.

g9y L ) Yy 5$ + 5

Fiir g erhalten wir mit tan(a;) = 3 den Steigungswinkel

a1 =~ 71.57° und fiir h entsprechend as =~ 21.80°. Der Zwi-
schenwinkel betragt also ¢ = 49.77°.

q

(© 2012 Tobias Kohn



Schnittwinkel

87

Winkelhalbierende Zwei sich schneidende Geraden sind ge-
geben. Wir suchen dazu die Winkelhalbierende. Das erstaun-
liche dabei: Du kannst die Winkelhalbierende bestimmen, oh-
ne einen einzigen Winkel auszurechnen oder gar zu halbie-
ren!

Ein Rhombus ist ein spezielles Parallelogramm: Alle vier Sei-
ten sind genau gleich lang. Gleichzeitig sind die Diagonalen
des Rhombus auch die Winkelhalbierenden. Bei zwei Gera-
den miissen wir also aus den Richtungsvektoren einen sol-
chen Rhombus basteln. Dazu miissen die beiden Richtungs-
vektoren gleich lang sein. Das erreichen wir zum Beispiel,
indem wir Einheitsvektoren verwenden.

Wenn also e, bzw. ¢}, die Einheits-Richtungsvektoren der bei-
den Geraden g und h sind, dann hat die eine Winkelhalbie-
rende w den Richtungsvektor 7 = ¢; + €;. Als Stiitzpunkt
fiir w verwendest du einfach den Schnittpunkt S der beiden
Geraden g und h.

Wichtig ist, dass die beiden Richtungsvektoren gleich lang
sind! Dazu konnen sie aber irgendeine Lange haben und miis-
sen nicht zwingend Einheitsvektoren sein. Wenn beide Rich-
tungsvektoren schon von Anfang an die selbe Linge haben,
dann hat es wenig Sinn, Einheitsvektoren daraus zu machen!

Ubrigens gibt es immer noch eine zweite Winkelhalbierende,
die rechtwinklig zur ersten Winkelhalbierenden steht. Auch
diese zweite Winkelhalbierende ldsst sich ziemlich einfach
bestimmen.

(© 2012 Tobias Kohn
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Im Rhombus entspricht eine
Diagonale gerade der
Winkelhalbierenden.
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6. Welchen Winkel ¢ bilden die beiden Geraden

g:x =3, h:x—y=0?

Oa. ¢=0°
Ob. p=45°
Oc. ¢ =90°,

O d. ¢ lasst sich nicht berechnen, weil g keine Funktionsgleichung (und
damit keine Steigung) hat.

. Wenn zwei Geraden g und h mit den Richtungsvektoren ¢; und ¢j, sich

schneiden, gibt es zwei Winkelhalbierende w und w’. Wie lasst sich der
Richtungsvektor ¢" der zweiten Winkelhalbierenden w’ bestimmen?

Oa. ¥ =—(e+¢éph)

Ob. 7 =¢é;—¢j

Oc ¥ =¢€,+¢

- = —
Od 7 =e,—¢

. Welche Gerade steht senkrecht zu 4x — Ty +1 = 07

Oa. 7Tz —4y+1=0,
Ob. 42 +7y+1=0,
Oc Tx+4y+1=0,
ad. %x—%erl:O.
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4.4 Punkte und Geraden

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie findest du heraus, ob ein Punkt auf einer Geraden
liegt?

* Wie spiegelst du einen Punkt an einer Geraden?

Zu einer Geraden ¢ sind einige Punkte gegeben. Was wir wis-
sen wollen: Liegen diese Punkte auf der Geraden g? Wie fin-
dest du das algebraisch heraus?

Du setzst die Koordinaten des Punktes P(z|y) in die Gera-
dengleichung ein. Wenn die Gleichung mit diesen Zahlen auf-
geht, dann liegt der Punkt auf der Geraden, ansonsten nicht.
Das funktioniert sowohl mit einer Koordinatengleichung als
auch mit einer Parametergleichung.

Beispiel 7: Zu einer Geraden g gehoren die Gleichungen

x 2 3
<y>—<4>~l—s~<2> und 2z —3y+8=0.

Wir testen, ob die Punkte P(11]10) bzw. Q(8|6) auf ¢ liegen.
Mit einer Skizze siehst du schnell, dass P auf g liegt und @
nicht. Das sollte sich nun auch algebraisch bestitigen.

Parametergleichung Wir setzen die Koordinaten von P ein:

W\ _ (2, (3
10) " \a)7%\2)
Das gibt die beiden Gleichungen (z- bzw. y-Komponenten):

z:11 =24 3s, y:10 =4+ 2s.

Nach beiden Gleichungen ist s = 3. Sie vertragen sich also
und damit liegt P auf g.

Nun zu Q(86):
z:8=2+43s, y:6=4+42s.

Nach der ersten Gleichung ist s = 2, nach der zweiten s = 1.
Die beiden Gleichungen vertragen sich also nicht und damit
liegt @ auch nicht auf g!

(© 2012 Tobias Kohn
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Um den Punkt P an der
Geraden g zu spiegeln, zeichnest
du eine senkrechte Gerade h, die
durch P geht.

PV

Spiegeln mit Vektoren.

Koordinatengleichung Auch bei der Koordinatengleichung
setzen wir zundchst P(11]10) ein:

2-11-3-104+8=0.
=0

Auf beiden Seiten steht 0 — Die Gleichung geht auf und damit
liegt P auf g.

Wir setzen ()(8]6) ein:

2:8—-3:-6+8=0
—_——
=6

Jetzt lautet die Gleichung 6 = 0, was sicher nicht stimmt.
Also liegt @ auch nicht auf g.

Spiegelungen Achsenspiegelungen liegen wohl schon eine
ganze Weile zuriick. Magst Du Dich erinnern, wie du einen
Punkt an einer Geraden spiegelst? Die Grundidee lautet: Eine
senkrechte Gerade zur Spiegelachse zeichnen!

Da wir mit Vektoren arbeiten, brauchen wir vor allem den
Schnittpunkt S der Spiegelachse g mit der senkrechten Hilfs-
geraden h.

Wenn du den Punkt S hast, dann verschiebst du den Vektor
PS von P nach S und kommst so ganz automatisch auf P’.

Beispiel 8: Wir spiegeln den Punkt P(2|13) an der Geraden

g:3z—5y+25=0.
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1. Schritt: S bestimmen Die zu g senkrechte Gerade h hat
die Koordinatengleichung

h:5z+3y+c=0.

(Wie bei den Vektoren vertauschen wir die beiden Zahlen «
und b, und dndern ein Vorzeichen). Diese Gerade h soll durch
den Punkt P gehen: Damit bestimmen wir, wie gross das ¢
sein muss.

h:5-243-134¢=0 = ¢ = —49.

S ist der Schnittpunkt von ¢g und h. Damit ergibt sich S(5/8).

2. Schritt: Spiegeln Die eigentliche Arbeit ist damit getan.
Jetzt bestimmen wir noch den Vektor ]?S und damit P’:
—
OP’:@Jrﬁ:(Z)Jr(SE)):(i).

Somit haben wir den gespiegelten Punkt P’(8|3) gefunden.
q

Das aufwindige ist also nicht das eigentliche Spiegeln, son-
dern den Punkt S zu finden. Es gibt im wesentlichen zwei
Moglichkeiten, wie du auf S kommst. Zum einen kannst du
eine Hilfsgerade h mit der Spiegelachse schneiden, wie im
Beispiel vorhin. Oder du kannst den Punkt P auf die Gera-
de g projizieren. Wie das geht, hast du im Kapitel iiber das
Skalarprodukt gesehen. Diese zweite Methode mit dem Ska-
larprodukt hat einen entscheidenden Vorteil: Sie funktioniert
auch in drei Dimensionen!

/ Qm‘z

%
9. Wenn der Punkt B auf der Geraden g : 7=, + s - d liegt, dann:

O a. Sind ﬁ und @ kollinear,

. — — .
O b. Sind r,4 und 75 kollinear,

O c. Sind g und die Gerade h : ¥ = 7?; + t - @ identisch,

O d. Schneiden sich T—A> und T‘_B>.

N

~

(© 2012 Tobias Kohn



94

Geraden

— S

Windschiefe Geraden sind weder
parallel zueinander, noch
schneiden sie sich.

4.5 Geraden im Raum

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Was ist die einzige Moglichkeit, Geraden im Raum zu be-
schreiben?

* Wann sind zwei Geraden zueinander windschief?

* Nach welchem Schema bestimmst du die gegenseitige Lage
zweier Geraden?

Nachdem wir die Geraden in der Ebene (also im zweidimen-
sionalen) untersucht haben, schauen wir uns nun Geraden im
Raum an. Dabei gibt es einen wesentlichen Unterschied: Im
Raum ldsst sich eine Gerade nur mit Vektoren (Parameterform)
beschreiben. Es gibt keine Koordinatenform fiir Geraden im
Raum!

Im Prinzip lassen sich der Schnittpunkt und der Zwischen-
winkel zweier Geraden gleich berechnen wie im zweidimen-
sionalen. Aber: Im Raum konnen zwei Geraden aneinander
vorbeilaufen, ohne sich je zu schneiden und ohne parallel zu
sein. Solche Geraden heissen windschief zueinander.

Ein einfaches Beispiel fiir zwei windschiefen Geraden g und
h ist:

0 1 1 1
g:7=10]+s-| 2 |, h:7=| 1 |+s-| 0
5 0 1 0

Siehst du, dass sich die z-Komponente bei beiden Geraden
nicht dndert? Bei g ist immer z = 5, bei h ist z = 1. Die
Gerade ¢ lauft also iiber h, ohne dass sich die beiden Geraden
auch nur nahe kommen.

Ubrigens: Da sich die z-Komponente nicht #ndert, sind beide
Geraden hier parallel zur zy-Ebene (Grundebene bzw. ,Bo-
den®). Mehr noch: h ist sogar parallel zur z-Achse, denn die
y-Komponente von h @ndert sich auch nicht. Achte auf sol-
che Hinweise {iber die Lage einer Gerade — das kann dir viel
Arbeit ersparen.
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Beispiel 9: Wir haben zwei Geraden g und h gegeben und
wollen wissen, ob sich diese Geraden schneiden oder ob sie
parallel sind. Vielleicht kénnen wir sogar einen Schnittpunkt
und -Winkel berechnen.

14 4 0 1
g:7r= 1 +s- 0 , h:r=1 -5 |+s-| 3
-1 -2 5 0

Die beiden Richtungsvektoren sind offensichtlich nicht kolli-
near. Also sind die Geraden sicherlich nicht parallel.

Um den Schnittpunkt zu berechnen, brauchen wir nur zwei
Gleichungen. Wir haben aber drei zur Verfiigung (fiir jede
Komponente eine)! Also wéhlen wir zwei aus: Die y- und z-
Komponenten sind in diesem Beispiel eine gilinstige Wahl.

140-s = —5+3-t

1—9.s — 54+0-1 s=-=3,t=2.

Wir haben also eine Losung gefunden. Das heisst aber noch
nicht, dass sich die beiden Geraden wirklich schneiden! Zu-
erst miissen wir nachpriifen, ob sie auch in Bezug auf die
z-Komponente gleich sind.

14+4-(=3)=041-2.
2
=2 =

Tatséchlich schneiden sich die beiden Geraden im Punkt S(2[1|5).

Da sich die Geraden schneiden, konnen wir auch den Schnitt-
winkel ¢ berechnen.

() 4-140-3—=2-0 2
COS = = —.
7 /20 - /10 5

Damit ergibt sich ein Winkel von ¢ =~ 73.57°.

N

Wenn wir im letzten Beispiel den Stiitzvektor fiir g leicht &n-
dern, schneiden sich die Geraden nicht mehr unbedingt:

Beispiel 10: Hier wurde die z-Komponente vom Stiitzvektor
von g gedndert:

15 4 0 1
g:7r= 1 +s 0 , h:7=1 =5 |+s 3
-1 -2 5 0

(© 2012 Tobias Kohn



96

Geraden

Das Gleichungssystem lautet immernoch:

140-s = —5+3-t B B
—1-2.5 = 540-t s=-3t=2
Wenn wir jetzt aber die x-Komponente iiberpriifen, wird es
nicht mehr aufgehen.

15+4-(=3)=0+1-2.
\ ) N——
=3 =2
Die Geraden ¢ und h schneiden sich hier also nicht mehr,
sondern sind windschief!
q

Die gegenseitige Lage zweier Geraden Im dreidimensio-
nalen gibt es vier Moglichkeiten, wie sich zwei Geraden g und
h zueinander verhalten kénnen:

g und h sind identisch: g = h,

g und h sind parallel: g//h,

g und h schneiden sich in einem Punkt: g N h = {S},

g und h sind windschief zueinander.

Welcher der vier Félle vorliegt, untersuchst du am einfachsten
nach dem folgenden Schema mit

g:F=ad+s-¥,  h:F=b+s 1.

Sind die Richtungsvektoren
vund w kollinear?

Ja Nein
A A
Liegt der Stiitzpunkt von Lasst sich ein eindeutiger
g auf h oder umgekehrt? Schnittpunkt berechnen?
Ja Nein Ja Nein
A 4
identisch ‘ ’ parallel ‘ ’schneidend‘ ’Windschief
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-

11.

12.

10. Mit welchen Methoden kannst du Geraden im Raum darstellen?

O a.
O b.
O c.
O d.

Wenn zwei Geraden g und h mindestens zwei gemeinsame Punkte haben,
dann sind sie:

O a.
O b.
O c.
Od.

Wie erkennst du, dass zwei Geraden ¢ und h windschief sind?

O a.
O b.
Oc.

O d.

Qm‘z \

Als lineare Funktionen,
Mit Koordinatengleichungen,
Mit Parametergleichungen,

Das ist gleich wie in der Ebene.

Identisch,
Parallel,
Schneidend,
Windschief.

Die Richtungsvektoren sind kollinear zueinander,
Beim Schneiden ergibt das Gleichungssystem eine Lésung wie 0 = 1,

Beim Schneiden ergibt das Gleichungssystem zwar eine Losung fiir die
Parameter s und t. Damit sind jedoch nur zwei der drei Komponenten
von g und h gleich,

Wenn g und h windschief sind, dann sind beide Geraden parallel zur

zy-Ebene (Grundebene).

(© 2012 Tobias Kohn
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oP

Um den Abstand zwischen P
und g zu finden, projizierst du
P senkrecht auf die Gerade g.

4.6 Abstandsprobleme

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie berechnest du den Abstand zwischen einem Punkt und
einer Geraden?

Wir schauen uns in diesem Abschnitt zwei typische Abstands-
probleme an. Das erste ist nur eine kurze Wiederholung aus
dem letzten Kapitel: Wie bestimmst du den Abstand zwischen
einem Punkt und einer Geraden? Beim zweiten Problem keh-
ren wir die Fragestellung um: Welcher Punkt @ auf der Gera-
den g hat einen vorgegebenen Abstand zum Punkt P?

Abstand zwischen Punkt und Gerade Du kannst zwar den
Abstand zwischen zwei Punkten direkt ausrechnen, nicht aber
den Abstand zwischen einer Geraden g und einem Punkt P.
Dazu musst du zuerst herausfinden, welcher Punkt ) auf g
dem Punkt P am néchsten kommt. Diesen Punkt @ auf g fin-
dest du, indem du P senkrecht auf die Gerade projizierst.

Beispiel 11: Wir bestimmen den Abstand zwischen P(11]0[18)
und der Geraden

27 9
g:i=| 24 | +t-| 9
17 4

Mit A(27|24|17) bestimmen wir zuerst AP und bilden dann
das Skalarprodukt ﬁ - €, (@ ist der Richtungsvektor von g).

3

1 VI8 \ VI8

Der Punkt ), der P am néchsten liegt, ist dann:

—  — =356 27 356 1 )

rQ =T+ —— - € 9
T AT A |7 VTS VITs |

Damit ergibt sich Q(9|6|9) und die Distanz ]1@] =11.
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Gegebene Abstinde Wenn nicht der kleinste Abstand ge-
sucht ist, dann musst du einen ganz anderen Weg einschla-
gen. Die wichtige Idee dabei ist folgende: Wenn irgendein
Punkt @ auf der Geraden g liegt, dann kannst du die Koor-
dinaten von () mit Hilfe des Parameters s schreiben. Fiir die
Gerade

1 4
g:7=12 | +s-| 5
3 6

ergibt sich zum Beispiel Q(1 + 4s|2 + 55|3 + 6s). Diese Tech-
nik ist wichtig: Du wirst sie auch in anderem Zusammenhang
anwenden konnen.

Beispiel 12: Welche Punkte auf der Geraden g haben den
Abstand d = 9 zum Punkt P(4[5/6)?

17 3
g:7=1 33 | +s- 8
10 -1

Wir suchen also Punkte (), die auf der Geraden ¢ liegen, mit
|1@| = 9. Weil @ auf g liegt, konnen wir die Koordinaten von
() mit s beschreiben:

Q17 + 35|33 + 8s[10 — s).

Also ist fﬁ:

174+ 3s—4 13 4 3s
PO=| 3348s—5 | = | 28+8s
10—s—6 4—s

Aus |@| = 9 erhalten wir schliesslich die Gleichung:

V(13 +35)2 + (28 + 85)2 + (4 — 5)2 = 0.

Wenn du beide Seiten quadrierst und alles zusammenfasst,
kommst du auf:

7852 + 51852 +888 =0 = s24+7s+12=0.

Die Gleichung hat die beiden Losungen s; = 3 und sy =
4. Setze s; bzw. s9 in der Geradengleichung von ¢ ein, so
kommst du auf die beiden Punkte

Q(8|9]13) und Q'(5[1]14).

(© 2012 Tobias Kohn
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Punkte Q und Q' auf der
Geraden g, die einen
bestimmten Abstand zu P
haben.
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13. Zu einer gegebenen Geraden g und einem Punkt P gibt es nur einen Punkt
Q auf g, der zu P den Abstand d = 4 hat. Das bedeutet:

O a. Die Gerade g ist parallel zur zy-Ebene,
O b. Der Punkt P liegt auf der Geraden g,
O c. Der Abstand zwischen g und P betragt gerade 4,
O d. Dariiber l3sst sich keine allgemeine Aussage machen.
14. Du suchst den Punkt auf g, der von A und B den gleichen Abstand hat.
Unter welchen Umstanden gibt es keinen eindeutigen solchen Punkt?
O a. Wenn g parallel zu E ist,
O b. Wenn g senkrecht zu zﬁ steht,
O c. Wenn g zu weit weg ist,

O d. Es gibt immer zwei solche Punkte.
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5 Das Vektorprodukt

Inhalte dieses Kapitels

Das Vektorprodukt ist in mancher Hinsicht das Gegenstiick zum
Skalarprodukt. Wie der Name schon andeutet ist das Ergebnis des
Vektorprodukts immmer ein Vektor. Und wahrend du mit dem
Skalarprodukt testen kannst, ob Vektoren orthogonal sind, hilft
dir das Vektorprodukt, orthogonale Vektoren zu konstruieren.

5.1 Einfithrung

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
% Fiir was kannst du das Vektorprodukt brauchen?
* Lasst sich das Vektorprodukt fiir alle Vektoren ausrechnen?

* Wo liegen die wichtigsten Unterschiede zwischen dem Ska-
larprodukt und dem Vektorprodukt?

In der Vektorgeometrie basieren verschiedene Losungsstrate-
gien darauf, dass du einen senkrechten Vektor konstruierst.
Wie du in 2 Dimensionen zu einem gegebenen Vektor ¢ den
dazu senkrechten Vektor ¢ konstruierst, hast du bereits ge-
sehen: Du vertauschst die Komponenten und dnderst ein Vor-
zeichen. Im dreidimensionalen Raum stellt sich jetzt ein neu-
es Problem: Du hast zwei Vektoren # und ¢ gegeben und
suchst nun einen dritten Vektor 77, der zu beiden Vektoren

« und v senkrecht ist.

Leider ldsst sich dieser dritte senkrechte Vektor 7 nicht mehr
ganz so einfach angeben. Immerhin gibt es eine Moglichkeit,
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Der neue Vektor it = @ x b steht
senkrecht zu den zwei Vektoren
« und v (¢ und v miissen aber
nicht gueinander senkrecht
sein).
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den Vektor 7 zu berechnen: Mit dem Vektorprodukt. Die For-
mel dazu lautet:

a by azbs — azby
as X b2 = a3b1 — a1b3
as bg a1b2 — a2b1

Das Vektorprodukt macht also aus zwei Vektoren @ und b
einen neuen Vektor 7i. Dieser neue Vektor 7 ist immer senk-
recht zu @ und b. Damit lasst sich das Vektorprodukt aber nur
im dreidimensionalen Raum berechnen: Fiir den zweidimen-
sionalen Fall gibt es keine Entsprechung.

Noch etwas weiteres ist wichtig. Wenn die beiden Vektoren a
und b kollinear sind, dann wird das Vektorprodukt Null. Das
hat auch Sinn: Zu nur einer Richtung kannst du im Raum
keine eindeutige ,senkrechte” Richung angeben: Es gdbe un-
endlich viele Losungen.

Vektor- und Skalarprodukt Mache dir den Unterschied zwi-
schen dem Skalarprodukt und dem Vektorprodukt klar! Das
Skalarprodukt hat als Ergebnis immer eine Zahl (Skalar). Das
Vektorprodukt erzeugt immer einen dreidimensionalen Vek-
toren. Mit dem Skalarprodukt priifst du unter anderem, ob
zwei Vektoren orthogonal (senkrecht) sind, wahrend du mit
dem Vektorprodukt direkt orthogonale Vektoren konstruierst.

SKALARPRODUKT

| VEKTORPRODUKT |

Lasst sich in jeder Dimen- | Lasst sich nur im Dreidi-

sion berechnen.

mensionalen berechnen.

Das Ergebnis ist ein Skalar
(Zahl).

Das Ergebnis ist ein Vektor.

Priift, ob zwei Vektoren zu-
einander senkrecht stehen.

Konstruiert aus zwei Vek-
toren einen dritten senk-
rechten Vektor.

Ist Null, wenn @ und b auf-
einander senkrecht stehen
und am grossten, wenn @
und b kollinear sind.

Ist Null, wenn @ und b kolli-
near sind und am grossten,
wenn @ und b aufeinander
senkrecht stehen.
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1. Das Vektorprodukt @ x gerzeugt einen Vektor, der:

O a. Kollinear zu @ ist,

O b. Kollinear zu @ und b ist,

O c. Senkrecht auf @ und b steht,
O d. Die Lange 1 hat.

2. Das Vektorprodukt ldsst sich nur fiir berechnen.

O a. Orthogonale Vektoren,

O b. Dreidimensionale Vektoren,
O c. Kollineare Vektoren,

O d. Einheitsvektoren.

3. P und ¢ sind zwei dreidimensionale Vektoren. Was ist dann das Ergebnis
des folgenden Ausdrucks?

P (P*q)
Oa. ¢,
Ob. 0,
O c. Ein Vielfaches von p,

O d. Das lasst sich nicht allgemein sagen.
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5.2 Mit dem Vektorprodukt rechnen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Wie berechnest du das Vektorprodukt?

* Was bedeutet die Anti-Kommutativitit?

Die Formel, um das Vektorprodukt zu berechnen, sieht ziem-
lich kompliziert aus. Um besser damit arbeiten zu konnen,
haben sich einige Eselsbriicken und Schemata entwickelt. Das
folgende Schema hat sich in der Praxis ziemlich bewéhrt:

Schreibe die Vektoren

ai bl
a= a9 s und b= bQ
as b3

je zweimal untereinander hin. Streiche die oberste und die
unterste Zeile. Anschliessend rechnest du die restlichen Kom-
ponenten iibers Kreuz zusammen.

Das Vektorprodukt wird manchmal auch Kreuzprodukt ge-
nannt. Besonders im Englischen ist der Begriff cross product
verbreitet. Mit diesen Schema ist auch klar, woher der Name
kommt.

Beispiel 1: Wir berechnen das Vektorprodukt zu den beiden
Vektoren:

1 4
a=1| 2 und b= 5
3 6

Dazu bringen wir die Vektoren ins Schema:

(© 2012 Tobias Kohn
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+—4
2 5

2-6-3-5 -3
356 _
<0 = 3-4-1-6 | = 6
1 4
;< s 1-5-2-4 -3
N

Mit dem Skalarprodukt konnen wir nachpriifen, dass der neue
Vektor tatsichlich orthogonal auf @ steht:

1 -3
2 1 6 =-34+12-9=0.
3 -3

Entsprechendes gilt auch fiir b.
q

Moglicherweise hast du aber auch ein eigenes Schema, um
das Vektorprodukt zu berechnen. Neben dem hier vorgestell-
ten gibt es noch einige andere, die du natiirlich verwenden
kannst.

Anti-Kommutativitit Fiir das Vektorprodukt gilt das Kom-
mutativgesetz nicht. Du darfst also die Operanden nicht ein-
fach vertauschen: Die Reihenfolge spielt eine Rolle.

Wenn du die beiden Vektoren in @ x b vertauschst, dann be-  Die Reihenfolge der Operanden

kommst du den Gegenvektor zu @ x b: spielt beim Vektorprodukt eine
Rolle: U x w und w x v schauen
bxad=— (6 X b) in entgegengesetzte Richtungen.

Diese Regel heisst Anti-Kommutativitdt.
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-

N

4. Welches Vektorprodukt erzeugt den Vektor €7

. Welche Aussagen sind fiir alle dreidimensionalen Vektoren @ und grichtig?

6. Richtig oder Falsch? Die Anti-Kommutativitit bedeutet, dass sich das

Qm‘z \

Oa. €, Xe,
Ob. €, xé;
Oc e;xey

Od. e x e,

O a. 6xg+gxd':0
Ob. @xb—bxa=0
Oc (@—b)x(b—a) =0

-, -,

Od @+b)x@-5)=0

Ergebnis dndert, wenn man p und ¢ in p’ x ¢ vertauscht.

/
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5.3 Flachenberechnung

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie kannst du mit dem Vektorprodukt einen Flacheninhalt
berechnen?

* Wie berechnest du mit dem Vektorprodukt den Abstand
zwischen einem Punkt und einer Geraden?

Mit dem Vektorprodukt kannst du also einen senkrechten Vek-
tor konstruieren. Die Liange dieses Vektors scheint sich ziem-
lich zuféllig zu ergeben. Interessanterweise lasst sich aber
auch diese Lange geometrisch interpretieren: Als Fliche ei-
nes Parallelogramms (Parallelenvierecks, Rhomboids).

Zwei Vektoren d, b im Raum spannen ein Parallelogramm auf.
Das heisst: Sie sind gerade die Seiten eines Parallelogramms.
Wir haben bereits im Kapitel zum Skalarprodukt eine Formel
angegeben, um die Flache eines solchen Parallogramms zu
berechnen (Seite 72 — allerdings ging es dort um die Fliache
eines Dreiecks):

Zwei Vektoren spannen ein
Parallelogramm auf.

A= \Jjap-15p - @by
Nun ergibt sich neu auch die Formel:

A:‘axé‘

Das wollen wir fiir die Vektoren

ay b1
a=1\| ao und b=\ by
0 0
kurz nachrechnen:
B as-0—0-by 0
axb= O-bl—al-() = 0
arbs — asby airbs — ashy

Weil wir die z-Komponente in @ und b gleich Null gesetzt ha-
ben, liegen beide Vektoren @ und b in der zy-Ebene. Das Vek-
torprodukt @ x b steht senkrecht dazu und hat daher nur eine
z-Komponente.
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Mit der neuen Formel lésst sich jetzt der Betrag (und damit
die Flache) sehr einfach ausrechnen:

b| = la1ba — azb;|

Als nichstes rechnen wir mit der alten Formel die Flache aus,
lassen aber die Wurzel weg.

@ b* — (@ 5> = (af + a3 +0%)(b] + b5 +0?)
—(ay -by +ag-by+0-0)?
= (a3b? 4 a3b3 + a3b? + a3b3)
—(a2b? 4 2a1biagbs + a3b3)
= alb3 — 2a1biagbs + a3b?

= (a1by — agby)?

Ziehen wir die Wurzel davon, so erhalten wir auch hier:

A = |a1by — azb;|

Die Liange des Vektorprodukts Die Skalarprodukt-Formel
koénnen wir auch mit dem Sinus des Zwischenwinkels ¢ schrei-
ben:

\/IﬁPlgl2 —(@-b)? = [al|bl /1 - cos’(ip) = [al|b] sin()

Kombinieren wir nun diese Formel fiir die Fldche des Paralle-
logramms mit dem Vektorprodukt, dann erhalten wir:

S

@ x B = [a] - bl - sin(y)

Auf den ersten Blick erinnert diese Formel an die Formel fiirs
Skalarprodukt (@ - b = |d@||b| cos(¢)). Aber Vorsicht: Das Vek-
torprodukt ergibt einen Vektor und mit der obigen Formel
kannst du nur die Ldnge ausrechnen.

Also: Mit dem Vektorprodukt kannst du nicht nur orthogo-
nale Vektoren konstruieren, sondern auch die Fliche eines
Parallelogramms berechnen. Wenn die zwei Vektoren @ und
b allerdings kollinear sind, dann gibt es kein Parallelogramm
und die Flache ist dann Null.
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Abstandsprobleme Du sollst den Abstand zwischen dem
Punkt P und der Geraden g bestimmen. Natiirlich weisst du
langst, wie das geht. Im Prinzip berechnest du zuerst die Drei-
ecksfliche Ax 4pp. Dann gibt die Hohe h = % gerade den

gesuchten Abstand d an. Mit dem Vektorprodukt wird das zu:

‘c‘ixﬁ‘
d="——5—".

|al

Achtung: Du kannst hier natiirlich nicht kiirzen!

Langen und Flachen Die Linge vom Vektorprodukt ist al-
so eine Flache. Aber wie kann das sein? Eine Ldnge und eine
Flache sind doch zwei vollig verschiedene Dinge, die nicht
zusammenpassen! Du hast recht: So gesehen ergibt das wirk-
lich keinen Sinn. Das Vektorprodukt ist tatsdchlich eine sehr
merkwiirdige Operation, wo du leider nicht alles durchschau-
en kannst. Dass die Lange hier auch eine Flache ist, nehmen
wir einfach hin, weil’s halt praktisch ist.

(© 2012 Tobias Kohn
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Der Abstand des Punkts P von
der Geraden g entspricht gerade
der Hohe des Dreiecks AABP.
A ist dabei der Stiitzvektor der
Geraden und @ — AD gibt den
Richtungsvektor an.
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7. Im Viereck ABCD sind AC und BD die Diagonalen. Von welchen Vier-
ecken kannst du dann die Flache mit der folgenden Formel berechnen?

A:%’mxﬁ‘

O a. Nur von Drachen-Vierecken,
O b. Nur von Trepezen,
O c. Nur von Parallelogrammen,

0O d. Es funktioniert in allen Vierecken.

8. ABCDEF ist ein regelmissigen Sechseck (alle Seiten und Winkel sind
gleich gross). Wie lasst sich dann die Flache berechnen?

Oa. 3 ’ﬁ X @’
Ob. 6-|AB < BC|
Oc 6 ’ﬁ x ﬁ‘
O d. % . ’ﬁr
9. Welche Aussagen sind im Parallelogramm ABCD korrekt?
= Exﬁ(:‘féxﬁ’
O b. ﬁxﬁ‘:‘ﬁx@‘
Oc |ABx @’ —0

O d. Exgﬁ}:()
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Unsere Pyramide hat eine
Quadratische Grundfldche. Wie
gross ist dann das Volumen?

<l
=

fe

Mit dem Skalarprodukt aus v
und einem Einheitsvektor €
nach oben konnen wir
berechnen, wie ,,hoch“ der
Vektor v ist: Das Skalarprodukt
¥ - € ist ja die Projektion von v
in die Richtung von é.

5.4 Volumen berechnen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Wie berechnest du das Volumen einer Pyramide?
* Was ist ein Spat?

* Wozu brauchst du das Spatprodukt?

Das Volumen einer Pyramide kannst du mit folgender Formel
berechnen:

1
V=-G-h
3

G bezeichnet die Grundflache und h die Hohe. Natiirlich muss
h senkrecht auf der Grundflache stehen.

Nehmen wir an, unsere Pyramide habe eine quadratische Grund-
fliche mit den Eckpunkten A, B, C, D und die Spitze E. Du
kennst also die Koordinaten aller fiinf Punkte. Die Aufgabe:
Berechne das Volumen dieser Pyramide. Wie geht das?

Die Grundflache héttest du sicher schnell berechnet (sie ist ja
quadratisch). Die Hohe ist vielleicht schon etwas schwieriger.
Hast du eine Idee, wie es gehen konnte? Magst du dich an die
Projektionen aus dem Kapitel Skalarprodukt erinnern? Wenn
wir einen Normalenvektor 7i hitten — also einen Vektor, der
senkrecht zur Grundflache steht — dann konnten wir mit einer
Kante (z.B. AFE) die Hohe h ausrechnen:

hzﬁ-e_ﬁzﬁ-ﬁ

7]

Diesen Normalenvektor 77 konnen wir sogar berechnen: Und
zwar mit dem Vektorprodukt:

ﬁzﬁx@

Es kommt aber noch besser: Die Linge |7i| gibt auch noch
gerade den Inhalt der Grundflache an. Das Volumen der Py-
ramide bekommen wir also mit:

V:;-|ﬁ|-<ﬁ-n>:;-ﬁ-ﬁ

7]

(© 2012 Tobias Kohn



Volumen berechnen

119

Wir ersetzen 77 durch das Vektorprodukt 1@ X E Und weil
das Skalarprodukt AE - 77 negativ werden kann, machen wir
noch Betragsstriche hin; das Volumen soll ja positiv sein. Das
ergibt dann:

Vzé-‘ﬁ-(/ﬁxﬁ)‘.

Das Spat-Produkt Der Ausdruck @- (b x &) heisst auch Spat-
Produkt. Ein Spat entspricht in etwa einem dreidimensiona-
len Parallelogramm. Ein Spat ist also ein ,schiefgedriickter
Quader.“

Mit dem Spat-Produkt kannst du das Volumen eines Spats be-
rechnen. Es handelt sich nicht eigentlich um eine neue Ope-
ration, sondern um eine Verbindung vom Skalar- und dem
Vektorprodukt.

Das Spat-Produkt zeigt auf schone Weise, wie du das Vek-
torprodukt sinnvoll einsetzen kannst. Auch wenn es kompli-
ziert ist, das Vektorprodukt auszurechnen, so erleichtert es dir
doch manchmal die Arbeit ganz erheblich. Allerdings wirst
du nur selten Volumina berechnen miissen — und damit ist
das Spatprodukt bei weitem nicht so wichtig wie das Vektor-
produkt oder das Skalarprodukt.
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Beim Spat ist jede Seitenfldche
ein Parallelogrammm.
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10. Das Quadrat ABCD ist die Grundfliche einer Pyramide mit der Spit-
ze E. Mit welchen Formeln kannst du dann das Volumen der Pyramide

berechnen?

Da.% (ﬁxﬁ)‘
Ob. L[AE <Ex@)‘
5 Y[R (78 < D),
54 1|aE (3¢ < 5D)

11. Welche Ausdriicke ergeben dasselbe wie @ - (b x &)?

0 a. @x@-@
mb.-@x@-a
Oc @x@-a

md.—@x@-a
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Inhalte dieses Kapitels

Im dreidimensionalen Raum kdnnen wir neben Geraden auch Ebe-
nen beschreiben. Viele Uberlegungen, die wir bei den Geraden an-
gestellt haben, werden wir hier wieder aufnehmen und vertiefen.
Einen Schwerpunkt bilden wiederum Abstands- und Schnittpro-
bleme.

6.1 Die Parameterform der Ebene

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Was andert sich, wenn du eine Ebene anstelle einer Geraden
mit Vektoren darstellen mochtest?

* Wie sieht die allgemeine Parameterform einer Ebene aus?

* Welche Rolle spielt ein Normalenvektor?

Wenn du zwei Punkte gegeben hast, dann kannst du durch
diese beiden Punkte eine Gerade ziehen. In der Vektorgeome-
trie sagen wir uns auch: Eigentlich geniigt schon ein Punkt,
wenn wir dazu noch einen Vektor haben, der die Richtung
der Geraden angibt. So sind wir auf die Parameterform einer
Geraden gekommen:

— _> —
g:r=ry+s-a.

Jetzt machen wir eine dhnliche Uberlegung fiir die Ebene im
Raum. Zwei Punkte geniigen noch nicht, um eine Ebene fest-
zumachen. Wir brauchen noch einen dritten Punkt. Dieser
dritte Punkt darf aber nicht auf einer Linie mit den zwei an-
deren Punkten liegen. Anstelle der drei Punkte konnen wir

(© 2012 Tobias Kohn

Eine Ebene ist zweidimensional
und hat entsprechend zwei
Richtungsvektoren i und v.
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wieder sagen: Eigentlich geniigt ein Punkt, wenn wir dazu
zwei Vektoren haben, die die Richtungen der Ebene angeben.
Diese zwei Vektoren diirfen natiirlich nicht kollinear sein.

Auf diese Weise kommen wir zur Parameterform der Ebene:

x N B .
E:|ly |=rqg+s-a+t-b.
z

Beachte: Eine Ebene braucht immer zwei unabhéngige Rich-
tungsvektoren @ und b.

Beispiel 1: Wir suchen die Ebene FE, die durch die drei Punk-
te A(4/9]—1), B(2|3]12) und C(6|0|4) geht. Als Richtungsvek-
toren konnen wir z. B. AB und AC verwenden:

=) 2
AB=| -6 |, AC=| -9
13 5

Damit sich wirklich die Parameterform einer Ebene ergibt,
diirfen die beiden Richtungsvektoren nicht kollinear sein. A
und ﬁ erfiillen diese Bedingung.

Schliesslich verwenden wir A als Stiitzpunkt:

4 —2 2
E:f=| 9 |+s-| 6 |+t-[ -9
-1 13 5

Verschiedene Parametrisierungen Die Parameterdarstellung
einer Geraden ist nicht eindeutig. Neben dem Stiitzpunkt (Auf-
héngepunkt) kannst du auch den Richtungsvektor beliebig
strecken, ohne dass sich die Gerade selber dndert. Bei Ebe-
nen kommt es noch schlimmer: Die Richtungsvektoren kon-
nen sogar teilweise ihre Richtung dndern, und doch ist es
noch die gleiche Ebene.

Beispiel 2: Die Ebene F ist parallel zur zy-Ebene (Grunde-
bene) und hat folgende Parameterform:

0 1 0
E:r= 0 |+s| 0 |+t| 1
4 0 0
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Mit den beiden Richtungsvektoren kann sich ein Punkt von
A(0]0[4) aus beliebig in z- oder y-Richtung bewegen — nur
nach oben oder unten kann er nicht (die z-Koordinaten bleibt
immer 4).

Die gleiche Ebene wird aber auch durch die folgende Para-
meterform beschrieben:

0 1 1
E:r=10 |+s| 1 |+t —1
4 0 0

Die Richtungsvektoren sind hier im Prinzip um 45° gedreht.
Noch immer kann sich ein Punkt frei in z- und y-Richtung
bewegen, die z-Richtung bleibt ihm verwehrt.

Sogar diese letzte Gleichung ist eine Parametrisierung von F
(stellt also die gleiche Ebene E dar):

0 4 17
E:r=10 |+s| =5 | +t| 2
4 0 0

N

Wie aber erkennst du bei so vielen Moglichkeiten, ob zwei
Gleichungen die selbe Ebene beschreiben? Die Antwort ha-
ben wir im Prinzip schon im Beispiel angedeutet. Anstatt zu
iiberlegen, in welche Richtungen ein Punkt sich bewegen kann,
findest du heraus, in welche Richtung der Punkt sicher nicht
kann. Oben war die z-Richtung versperrt.

Die ,verbotene“ oder ,,unmogliche“ Richtung einer Ebene gibt
der Normalenvektor 7i an. Ein Normalenvektor ist ein Vek-
tor, der senkrecht zur Ebene steht. Dieser Normalenvektor ist
zwar auch nicht eindeutig — seine Richtung aber schon! Das
heisst: Nur die Lange bzw. der Betrag kann sich dndern.
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Ein Normalenvektor i steht
senkrecht auf der Ebene.

Wie kommst du zu diesem Normalenvektor? Lass uns noch-
mals iiberlegen, was du gegeben hast: Einen Stiitzvektor und
zwei Richtungsvektoren. Der Normalenvektor soll senkrecht
zu den beiden Richtungsvektoren stehen. Siehst du, auf was
das hinauslauft? Im letzten Kapitel hast du das Vektorprodukt
kennengelernt. Also eine Moglichkeit, um aus zwei Vektoren
einen dritten senkrechten zu basteln.

Beispiel 3: Wir greifen nochmals das Beispiel von vorhin auf
und bestimmen zu jeder Parameterform den entsprechenden
Normalenvektor 7.

Zu
0 1
E:.r= 0 +s| O +t 1
4 0 0
haben wir also
1 0 0
0 1
Entsprechend:
0 1 1 0
E:.r= 0 +s 1 +1 -1 =7 = 0
4 0 0 -2
und:
0 4 17 0
E:.r= 0 + s -5 +t 2 =7 = 0
4 0 0 93

Offensichtlich sind alle drei Normalenvektoren kollinear. Das
entspricht auch unserer Erwartung: Schliesslich beschreiben
alle drei Gleichungen dieselbe Ebene E.

q

Achtung: Wenn die Normalenvektoren zweier Parameterglei-
chungen kollinear sind (wie oben), dann heisst das noch nicht,
dass es sich um die gleiche Ebene handelt! Es konnte sich
auch um zwei parallele Ebenen handeln. Den Unterschied
erkennst du erst, wenn du iiberpriifst, ob die Stiitzvektoren
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auch zur gleichen Ebene zeigen. Das Vorgehen ist also gleich
wie bei den Geraden.

Wir schliessen den Abschnitt mit einer Beispielaufgabe, wo
wir nochmals Gebrauch vom Normalenvektor machen.

Beispiel 4: Liegt die Gerade g in der Ebene E?

12 4

g: 7=\ 11 | +s| 5

13 5
4 2 0
E:v=1]4+s| 0 |+t] 5
3 1 3

Im Unterschied zu Ebenen hat die Gerade nur einen Rich-
tungsvektor. Wenn die Gerade aber in der Ebene liegt oder
parallel dazu ist, dann muss dieser Richtungsvektor senkrecht
zum Normalenvektor stehen!

2 0 )
n=|0|x| 5 |=]| —6
1 3 10

Wenn zwei Vektoren zueinander senkrecht stehen, dann ist
das Skalarprodukt Null:

-5 4
-6 |- 5 ] =-20-30+50=0.
10 )

Also: Die Gerade g liegt entweder in der Ebene F oder ist
parallel zu ihr.

Wenn g in der Ebene E liegt, dann auch der Stiitzpunkt A(12|11|13)

von g. Wir priifen also, ob A in F liegt:

12 4 2 0
11 =11 ]+s| 0 |+t| 5
13 3 1 3

Nach der z- und der y-Komponente miissten s = 4 und ¢ = 2
sein. Das geht tatsédchlich auch fiir die z-Komponente auf. A
liegt also in F und damit liegt auch die Gerade g in der Ebene
E.

q
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1. Welche Bedignung(en) miissen die beiden Richtungsvektoren einer Ebene

. Zwei Ebenen kdnnen, miissen aber nicht, in einer gemeinsamen Ebene

. Woran erkennst du, dass zwei Parameterformen die gleiche Ebene beschrei-

Qm‘z \

erfillen?

O a. Sie miissen kollinear sein,
O b. Sie mussen zueinander senkrecht sein,
O c. Sie miissen die Lange/den Betrag 1 haben,

O d. Sie diirfen nicht kollinear sein.

liegen. Wann liegen die beiden Geraden sich in einer gemeinsamen Ebene?

O a. Wenn sie echt parallel zueinander sind,
O b. Wenn sie sich in einem Punkt schneiden,
O c. Wenn sie windschief sind,

O d. Das geht nie.

ben?

O a. Die Normalenvektoren sind kollinear,

O b. Die Stiitzvektoren sind gleich,

O c. Die Normalenvektoren sind kollinear und die Stiitzvektoren sind
gleich,

O d. Die entsprechenden Richtungsvektoren sind kollinear.

/
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6.2 Die Koordinatengleichung

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Was ist die Koordinatengleichung einer Ebene?
* Ist die Koordinatengleichung einer Ebene eindeutig?
* Wie priifst du, ob ein Punkt P in der Ebene liegt?

* Wie hangt ein Normalenvektor 7i mit der Koordinatenform
einer Ebene zusammen?

Neben der Parameterform mit den drei Vektoren gibt es eine
zweite (wichtigere) Moglichkeit, Ebenen zu beschreiben. Mit
der Koordinatengleichung

axr+by+cz+d=0.

Darin sind a, b, c und d reelle Zahlen, die die Ebene beschrei-
ben. Die Zahlen sind nicht eindeutig — du kannst die ganze
Gleichung mit einer Zahl multiplizieren, ohne dass sich et-
was dndert. Die folgenden beiden Gleichungen beschreiben
z.B. die gleiche Ebene:

5c —3y+224+7=0 <& 1bx—9y+62+21=0

Du kennst Koordinatengleichungen bereits aus dem Kapitel
iiber Geraden. Allerdings lésst sich eine Gerade nur im zwei-
dimensionalen mit einer Koordinatengleichung schreiben. Im
dreidimensionalen beschreibt eine Koordinatengleichung eben
eine Ebene.

Wie kommst du nun auf die konkrete Koordinatengleichung
einer Ebene? Von den vielen Moglichkeiten greifen wir hier
die einfachste Idee heraus: Du rechnest die Parameterform
in die Koordinatengleichung um. Um das zu tun, nutzen wir
eine wichtige Idee aus:

(© 2012 Tobias Kohn



130

Ebenen

Satz Die Ebene E wird durch die Koordinatengleichung
EF:ar+by+cz+d=0

beschrieben. Dann bilden die drei Zahlen a, b und ¢ gusammen
einen Normalenvektor i zu E:

n= | b 1 FE.

Der Vektor 1i steht also senkrecht auf der Ebene E.

Aus den beiden Richtungsvektoren der Parameterform ge-
winnst du mit dem Vektorprodukt sehr einfach einen Nor-
malenvektor 7. Und damit hast du bereits die drei Zahlen
a, b und c. Es fehlt noch d. Dafiir setzst du die Koordinaten
eines beliebigen Punkts in die Koordinatenform ein und be-
rechnest damit d. Fiir diesen beliebigen Punkt eignet sich der
Stiitzpunkt der Parameterform natiirlich besonders gut.

Beispiel 5: Unsere Ebene F ist durch die folgende Parame-
terform gegeben:

4 1 0
E:r=1 2 | +s 0 +t| 2
1 -2 1

Mit dem Vektorprodukt bilden wir zuerst einen Normalenvek-
tor:

Also lautet die Koordinatengleichung
dr —y+ 22+ d = 0.

Wir nehmen den Punkt P(4|2|1) und setzen ihn ein, um d
auszurechnen:

4.-4-242+d=0=d=—16.
Also ergibt sich die Losung:

E:dz—y+22—16=0.
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Ubrigens funktioniert das Verfahren auch, wenn du drei Punk-
te oder eine Gerade und einen Punkt gegeben hast. Allerdings
musst dann zuerst die Parameterform bestimmen, was aber
nicht besonders schwer ist.

Die drei Zahlen a, b und ¢ geben im Prinzip die ,,Richtung*
der Ebene an (wie sie liegt). Die Zahl d bestimmt dafiir den
,Ort“ (wo sie liegt). Deshalb lassen sich a, b und ¢ auch aus
dem Normalenvektor ablesen, d aber nur aus einem festen
Punkt.

( Quiz \

4. Ist die Koordinatenform einer Ebene eindeutig?

O a. Ja,
O b. Nein, man darf a, b und c beliebig vertauschen,
O c. Nein, man darf d immer beliebig wahlen,
O d. Nein, man darf alle Zahlen mit einem Faktor multiplizieren.
5. Kommen in einer Koordinatenform immer alle drei Variablen z, y und z
vor?
O a. Ja,
O b. Nein, aber mindestens zwei,
O c. Nein, aber mindestens eine,
O d. z muss immer vorhanden sein.
6. Die Koordinatengleichungen zweier Ebenen unterscheiden sich nur in d.
Dann gilt:
O a. Die beiden Ebenen sind parallel,
O b. Die beiden Ebenen schneiden sich,

O c. Die beiden Ebenen stehen senkrecht zueinander,
O d. Die beiden Ebenen sind identisch.

N /
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6.3 Die Lage einer Ebene

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie berechnest du die Achsenabschnitte und die Achsen-
abschnittsform einer Ebene?

* Was ist eine Spurgerade?

* Welche spezielle Lage kann eine Ebene haben? Wie er-
kennst du solche spezielle Lagen an der Ebenengleichung?

Wo schneidet eine Ebene die Koordinatenachsen? Bevor wir
zu den Ebenen im Raum gehen, rufen wir uns nochmals kurz
die Situation im zweidimensionalen in Erinnerung. Wenn wir
von Spezialféllen absehen, dann schneidet jede Gerade ein-
mal die x- und einmal die y-Achse. Diese beiden Schnittpunk-

te heissen Achsenabschnittspunkte (den y-Achsenabschnitt kennst
du bereits von den linearen Funktionen).

~ \)\
8

Die Gerade g schneidet in den Wenn die Gerade g parallel zur z- oder zur y-Achse ist, dann

Punkten P und Q) die x- bzw. gibt es entsprechend nur einen Schnittpunkt. Das wéren die

y-Achse. beiden Spezialfélle. Auch bei den Ebenen wird es solche Spe-
zialfélle geben.

Im dreidimensionalen Raum schneidet eine Ebene jede Koor-
dinatenachse in jeweils einem Punkt. Es gibt also neben dem
z- und dem y- auch einen z-Achsenabschnitt. Weil die Ach-
senabschnittspunkte auf den Koordinatenachsen liegen, sind
immer zwei der drei Koordinaten Null. Im Bild auf der Seite
kénnten P, Q und R zum Beispiel die folgenden Koordinaten
haben:

z P(1]0[0),  Q(0]2]0), R(0[0]2)

Eine Ebene hat in der Regel drei ~ Oder allgemein:
Achsenabschnitte P, QQ und R,
wo die Koordinatenachsen P(pl0]0), Q(0[q|0), R(0[0]r)

durch die Eb hen.
Hrc die Soene genient Die Zahlen p, ¢ und r heissen Achsenabschnitte der Ebene E

(anstelle von p, ¢ und r findest du auch z. B. die Bezeichnun-
gen a, b und c).
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Es ist sehr einfach, die Achsenabschnitte einer Ebene auszu-
rechnen — zumindest wenn die Ebene als Koordinatenglei-
chung gegeben ist. Fiir den Punkt P(p|0|0) weisst du ja be-
reits, dass die y- und die z-Koordinate Null sind. Das kannst
du einsetzen und dann p ausrechnen. Entsprechendes gilt fiir
die anderen beiden Koordinaten.

Beispiel 6: Die Ebene
6r —4y+82—-24=0
hat die Achsenabschnitte:
p=4, q=-6, r=3.

p haben wir z.B. aus der Koordinatengleichung berechnen
iber:
6-p—4-0+8-0—24=0

N

Umgekehrt kommst du von den drei Achsenabschnitten p, g, r
sehr schnell auf die Koordinatengleichung. Dividiere im letz-
ten Beispiel einmal alles durch 24, so dass d = —1 wird. Das

Ergebnis ist: oy s
Tt etz 1=0

Siehst du den Zusammenhang zwischen dieser Koordinaten-
gleichung und den Achsenabschnitten? Allgemein heisst die
Form v oy oz

—+Z+--1=0

rp q T
die Achsenabschnittsform einer Koordinatengleichung. Wenn
du eine Koordinatengleichung in diese Form bringst (also d =
—1 ist), dann kannst du die drei Achsenabschnitte wiederum
direkt ablesen.

Spurgeraden Neben den Achsenabschnitten begegnest du
manchmal auch den Spurgeraden oder Spuren einer Ebene.
Eine Spurgerade entsteht dort, wo die Ebene eine Koordina-
tenebene schneidet.

Wenn du bereits die Achsenabschnitte hast, kannst du einfach
durch zwei Achsenabschnitte eine Gerade legen und kommst
so automatisch auf die entsprechende Spurgerade.
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Von dieser Ebene ist nur das
Dreieck zwischen den Achsen-
abschnitten eingezeichnet.
Unten ist die Spurgerade s,
angedeutet.
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Beispiel 7: Wir suchen die Spurgerade in der xy-Ebene (Grun-
debene) zur Ebene:

E:3z+5y+2—-2=0.

Dazu wandeln wir die Gleichung zuerst in die Achsenabschnitts-

form um:
3 + o + L 1=0
— — —Z — = U.
27 T 3¥ Ty

Die Achsenabschnitte sind also p = %, ¢ = 2 und r = 2.

Fiir die Spurgerade in der zy-Ebene brauchen wir p und g,
bzw. P(2/0/0) und Q(0/2|0). Die Gerade durch P und @ hat
die Gleichung:

Spy i T =

S O wiv
_l_
~

Die Spezialfdlle Nicht jede Ebene hat auch drei Achsenab-
schnitte. Eine Ebene, die parallel zur z-Achse verlauft, wird

die z-Achse nie schneiden und hat daher keinen y-Achsenabschnitt
p. Fiir die Koordinatengleichung

ar+by+cz+d=0

heisst das, dass a = 0 ist — das  kommt in der Gleichung gar

nicht vor.
N4
/ Allgemein gilt: Fehlt in der Koordinatengleichung eine Variable
(x, y oder z), dann ist die Ebene parallel zu der entsprechenden
5 Koordinatenachse.

Beispiel 8: Die Ebene E mit der Koordinatengleichung

E:2043y—6=0

T ist parallel zur z-Achse, wie in der Zeichnung angedeutet.
q
Diese Ebene verlduft parallel zur
z-Achse und hat daher keinen Ubrigens konnen in einer Koordinatengleichung auch mal zwei
z-Achsenabschnitt. Variablen fehlen — dann ist die Ebene sogar parallel zur einer

Koordinatenebene.
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/ Qm‘z \

7. Lasst sich jede Ebene in die Achsenabschnittsform bringen?

O a. Ja, das geht immer.

O b. Nur wenn die Ebene nicht parallel zu einer Koordinatenachse verl3uft.
O c. Nur wenn die Achsenabschnitte natiirliche Zahlen sind.

O d. Nur wenn die Ebene nicht durch den Nullpunkt ©(0[0]0) geht.

8. Richtig oder Falsch? Zwei parallele Ebenen haben dieselben Achsenab-
schnitte.

9. Schneidet jede Ebene jeweils alle drei Koordinatenachsen?

O a. Ja, sie schneidet alle drei Achsen.
O b. Nein, aber mindestens zwei.
O c. Nein, aber mindestens eine.

O d. Nein, eine Ebene muss keine Koordinatenachse schneiden.

N J
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6.4 Geraden und Ebenen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wie findest du den Durchstosspunkt einer Geraden durch
die Ebene?

* Wie berechnest du den Schnittwinkel zwischen einer Gera-
den und einer Ebene?

* Welche Rolle spielt der Normalenvektor beim Schnittwin-
kel?

Immer wenn eine Gerade g nicht parallel zur Ebene E ver-
lauft oder sogar ganz in der Ebene liegt, dann gibt es einen
Durchstosspunkt, wo die Gerade durch die Ebene hindurch-
geht. Wir schauen uns in diesem Abschnitt an, wie du diesen
Durchstosspunkt findest. Dazu gibt es zwei Verfahren: Eines
fiir Parameterformen und eines fiir Koordinatengleichungen.

Durchstosspunkt bei der Parameterform Wie beim schnei-
den von zwei Geraden kannst du die Parametergleichung der
Ebene und die Parametergleichung der Geraden gleichsetzen.
Achte darauf, dass du fiir die Parameter drei verschiedene Va-
riablen verwendest — etwa s, ¢t und w.

Wenn die Gerade parallel zur Ebene oder sogar in der Ebene
liegt, dann gibt es natiirlich keinen (eindeutigen) Durchsto-

sspunkt. Das Gleichungssystem wird dann nicht aufgehen.

Beispiel 9: Zur Ebene

2 1 2
E:fr=16 | +s- 1 +t-
) -1 1

haben wir die Gerade

2 4
g:7=10 | +s —4
3 -3
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Die beiden Parameter s haben nichts miteinander zu tun! Da-
her miissen wir beim Gleichsetzen darauf achten, verschiede-
ne Variablen zu verwenden.

2 1 2 2 4
6 + s 1 +t] O = 0 +u| —4
5 -1 1 3 -3

Fiir die drei Parameter s, t und u ergibt das dann das Glei-
chungssystem:

s+2t—4u = 0
s+4du = —6| = (s=-2,t=—-1,u=-1)
—s+t+3u = -2

Am schnellsten ldsst sich jetzt der Durchstosspunkt mit der
Geradengleichung bestimmen:

2 4 —2
0 |+-1-[ -4 ]=] 4
3 -3 6

Also ist die Losung D(—2[4/6).

Durchstosspunkt bei der Koordinatenform Wenn du mit
der Koordinatengleichung der Ebene startest, dann bekommst
du nur eine einzelne Gleichung anstelle des Gleichungssys-
tems. Die Idee ist folgende: Der Durchstosspunkt D liegt auf
der Geraden g. Damit kannst du die Koordinaten von D all-
gemein durch die Gerade g ausdriicken. Diese allgemeinen
Koordinaten setzst du dann in die Koordinatengleichung der
Ebene ein.

Beispiel 10: Wir haben die Gerade

3 0
g:7=13 | +s-(| 1
6 2

und die Ebene EF : z + 3y + 2z — 10 = 0 vorgegeben. Weil
der Durchstosspunkt D auf der Geraden g liegt, hat D die
Koordinaten D(3|3 + s|6 + 2s). Diese setzen wir in die Koor-
dinatengleichung der Ebene ein:

3+3-3+s)+2-(64+25)—10=0
Das ergibt s = —2. Damit ist D(3|3 — 2|6 — 4) = D(3|1|2).

(© 2012 Tobias Kohn



140

Ebenen

W:L

Anstelle des Zwischenwinkels o
berechnen wir den
Komplementdrwinkel o/, was
viel einfacher geht.

Winkel Neben dem Durchstosspunkt brauchst du noch den
Winkel zwischen der Geraden und der Ebene. Von all den
moglichen Winkeln (je nachdem, in welcher Richtung du misst)
ist der kleinste Zwischenwinkel gesucht.

Wieder bedienen wir uns dem gleichen Trick wie schon ein
paar Mal zuvor. Es ist viel einfacher, den Winkel zwischen der
Geraden und dem Normalenvektor 77 zu berechnen. Und der
Normalenvektor steht natiirlich senkrecht zur Ebene.

Beispiel 11: Im letzten Beispiel haben wir bereits den Durch-
stosspunkt D der Geraden

3 0
g:r=13 | +s-| 1
6 2

durch die Ebene F : z + 3y + 2z — 10 = 0 berechnet.

Fiir den Zwischenwinkel nehmen wir den Richtungsvektor
von g und einen Normalenvektor von E. Dann verwenden
wir die Zwischenwinkel-Formel mit dem Skalarprodukt:

cos(a) = nd !
lal-lal - vid- Vs

Damit ist o/ ~ 33.21° und a = 90° — & ~ 56.79°.
q

Es gibt noch eine kleine Abkiirzung. Wegen der Beziehung

sin(a) = cos(90° — «) lasst sich die Formel auch ohne o/
schreiben:
in(a) = 224
sin(a) = —=—=
7] - |al

Diese Variante findest du manchmal in Formelsammlungen.
Allerdings lasst sich der Zwischenwinkel « genausogut mit
der ,alten“ Zwischenwinkelformel ohne den Sinus berech-
nen.
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/ Quiz \

10. In welchem Bereich liegt der Zwischenwinkel zwischen einer Geraden und
einer Ebene?

O a. 0° bis 180°,
O b. 0° bis 90°,
O c. 0° bis 45°,
O d. 90° bis 180°.
11. Der Richtungsvektor der Geraden g ist auch ein Richtungsvektor der Ebene
E. Dann gilt:
O a. Gerade g und Ebene E stehen senkrecht zueinander,
O b. Gerade g und Ebene FE sind echt parallel,
O c. Die Gerade g liegt in der Ebene E,

O d. Die Gerade g ist entweder parallel zur Ebene E oder liegt in der
Ebene E.

N /
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6.5 Punkte und Ebenen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!

* Wir bildest du die Hessesche Normalform einer Koordina-
tengleichung?

* Wie kannst du den Abstand zwischen einem Punkt und
einer Ebene bestimmen?

Wie weit ist ein Punkt von der Ebene E entfernt? Du magst
dich sicher erinnern, dass diese Entfernung senkrecht zur Ebe-
ne E stehen muss. Damit hat sie fast automatisch etwas mit
den Normalenvektoren der Ebene zu tun.

Eine erste Idee: Lege durch den Punkt P eine Gerade g, die
senkrecht zur Ebene F steht (dazu nimmst du als Richtungs-
vektor einen Normalenvektor der Ebene). Anschliessend be-
rechnest du den Durchstosspunkt D von g durch E. Die Ent-

fernung zwischen Punkt und Geraden entspricht dann |ﬁ|.

Zum Gliick geht’s einfacher! Dazu brauchst du aber die Hes-
sesche Normalform.

Die Hessesche Normalform Die Hessesche Normalform
(HNF) ist eine spezielle Form der Koordinatengleichung. Und
zwar bilden bei jeder Koordinatengleichung ax+by+cz+d =
0 die Zahlen a, b und ¢ zusammen einen Normalenvektor 7
der Ebene. In der Hesseschen Normalform soll dieser Norma-
lenvektor 7i ein Einheitsvektor sein (also die Lange 1 haben).

Beispiel 12: Wir machen aus der Koordinatengleichung
20 4+2y—24+16=0

eine HNF. Hier ist

2 2/3
n= 2 , 7=3 = e€,= 2/3
-1 —~1/3
Also:
2 2 1 16 2¢ + 2y — 2+ 16
- —y— = — =0 bzw =0.
395—1— 3y 3z+ 3 0 bzw. 3 0
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Der Abstand d zwischen einem
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senkrecht auf der Ebene E.
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N

Beachte, dass wir auch d entsprechend angepasst haben, ob-
wohl d ja eigentlich nicht Bestandteil des Normalenvektors
71 ist. Aber damit die Koordinatengleichung immer noch die
gleiche Ebene représentiert, miissen wir alle Zahlen a, b, c,
d durch den gleichen Faktor teilen. Ubrigens: In der HNF
gibt d dann gerade den Abstand der Ebene zum Nullpunkt
an (beim letzten Beispiel wire dieser Abstand zum Nullpunkt
also d = 10).

Distanzen berechnen Der Punkt P(1]0|18) liegt in der Ebe-
ne
E:2x42y—2+16=0.

Wenn du namlich die Koordinaten von P in F einsetzst, dann
geht die Gleichung auf und auf der linken Seite ergibt sich
Null.

Wiirde P nicht in der Ebene liegen, dann ergébe sich auf der
linken Seite irgendeine andere Zahl (nicht Null). Das speziel-
le an der HNF ist nun: Diese linke Seite gibt immer die Ent-
fernung zwischen Punkt und Ebene an.

Beispiel 13: Wie gross ist die Distanz D zwischen P(5|6/2)
und der Ebene

E:2x+2y—24+416=07?

Wir nehmen die HNF von E und bezeichnen die linke Seite

mit D fir Distanz:
2 2 1 16
E:Zo+4+Zy——24=—=0
3x+3y 3z+3

=D

Jetzt setzen wir die Koordinaten von P ein und berechnen D:

2 2 1 16 10+12—2+16
D=2.54+2.6---24+— = _
3 °T3 37213 3

Die Distanz (Entfernung) zwischen dem Punkt P und der
Ebene E betrdgt also 12 Einheiten.

12.

N

Die Distanzformel mit der linken Seite der Hesseschen Nor-
malform konnen wir auch so schreiben:

D laz + by + cz + d
va? +b% + ¢?
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Die Idee hinter dieser Formel ist, dass der Nenner v/a? + b% + ¢2
gerade dem Betrag des Normalvektors mit a, b und c ent-
spricht. Achtung: Die Zahl d gibt zwar den Ort der Ebene an,
gehort aber nicht zum Normalenvektor. Damit gehort d auch
nie in die Wurzel im Nenner!

K Qm’z \

12. Ist die Hessesche Normalform einer Ebene eindeutig?

O a. Ja,

O b. Nein, es gibt zwei Varianten, die sich durch ein Vorzeichen unter-
scheiden,

O c. Nein, es gibt unendlich viele Varianten, weil d nicht zum Normalen-
vektor gehért,

O d. Keine der obigen Antworten ist richtig.
13. Hat jede Ebene eine Hessesche Normalform?

O a. Ja,
O b. Nur wenn sowohl a, b als auch ¢ von Null verschieden sind,

O c. Nur wenn der Betrag |7i| eine natiirliche Zahl ist,
O d. Nein, z.B. die zy-Ebene hat keine HNF.

14. Fiir welche Ebene(n) stimmen die Hessesche Normalform und die Achsen-
abschnittsform iiberein?

Oa EF:x=1,

Ob. E:z4+y+2z—1=0,

O c. E:%x—l—%y—l—%z—lzo,
O d. E::p—y+z—\/§:0.

N /
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Zwei Ebenen Eq und E5
schneiden sich entlang einer
Geraden.

X

Fiir die Schnittgerade s
brauchen wir einen Stiitzpunkt.
Indem wir z = 0 setgen,
versuchen wir S in der
Grundebene zu finden. Falls das
nicht klappt, setzen wir z. B.

y = 0 und suchen damit den
Punkt in der Seitenebene (zz).

6.6 Zwei Ebenen

Lernziele: Beantworte beim Lesen die folgenden Fragen!
* Wie findest du die Schnittgerade zweier Ebenen?
* Wie berechnest du den Abstand von parallelen Ebenen?

* Wie berechnest du den Abstand windschiefer Geraden?

Zwei voneinander verschiedene Ebenen sind entweder par-
allel zueinander oder sie schneiden sich in einer Geraden.
In diesem Abschnitt schauen wir uns zuerst an, wie du die
Schnittgerade und den Zwischenwinkel zwischen zwei Ebe-
nen berechnen kannst. Danach wenden wir uns den paralle-
len Ebenen zu.

Fiir die Schnittgerade brauchst du einen Stiitzvektor (bzw.
Stiitzpunkt) und einen Richtungsvektor. Um den Richtungs-
vektor zu berechnen, verwenden wir einmal mehr die Nor-
malenvektoren. Die Schnittgerade liegt ja in beiden Ebenen.
Damit steht ihr Richtungsvektor senkrecht zu den Normalen-
vektoren beider Ebenen. Der Richtungsvektor @ lasst sich also
direkt mit dem Vektorprodukt berechnen:

a= ﬁl X ﬁg
Unter all den moglichen Stiitzpunkten wahlen wir denjeni-
gen aus, der in der xy-Ebene (Grundebene) liegt. Dann ist
namlich z = 0. Falls die Schnittgerade aber parallel zur zy-

Ebene verlauft, dann funktioniert das leider nicht. In dem Fall
versuchen wir den Ansatz y = 0 oder x = 0.

Beispiel 14: Wir suchen die Schnittgerade s der Ebenen
Fi:z—2y+2—-14=0, FEo:dx+y—5z+2=0

Fiir den Richtungsvektor berechnen wir das Vektorprodukt
der beiden Normalenvektoren:

1 4 9
a=1| —2 | x 1 =19
1 -5 9
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Fiir den Stiitzpunkt A versuchen wir den Ansatz z = 0. Zu-
dem muss A ja in beiden Ebenen liegen. Also gilt:

EFi| z—2y4+0-14 = 0
By |4z +y—-5-0—-2 = 0

Wir haben also als Stiitzpunkt A(2|—6|0). Damit erhalten wir
schliesslich die Schnittgerade:

2 1
§:T = —6 | +s- 1
0 1

N

Ubrigens: Der Zwischenwinkel zwischen zwei Ebenen ist auch
der Zwischenwinkel zwischen den beiden Normalenvektoren.

Der Abstand paralleler Ebenen Nicht immer haben zwei
Ebenen eine Schnittgerade: Die Ebenen konnen ja auch paral-
lel sein. In dem Fall kannst du den Abstand zweischen beiden
Ebenen berechnen.

Mit der Hesseschen Normalform einer Ebene kannst du be-
reits den Abstand zu einem Punkt ausrechnen. Wenn £; und
E5 parallel sind, dann sind alle Punkte von E5 gleich weit
entfernt von F;. Wir wihlen daher irgendeinen Punkt P € Fy
und setzen ihn in die Distanzformel von E; ein. Giinstig sind
hier Punkte, wo alle Koordinaten bis auf eine Null sind.

Beispiel 15: Wir suchen den Abstand der beiden parallelen
Ebenen

Ey:x+2y+224+15=0, Ey:x+2y+22—9=0.

Dazu bringen wie die Ebene E; in die Hessesche Normalform

HNEF:
x+2y+2z2+15

3

Schliesslich brauchen wir noch einen Punkt P, der in E, liegt.
Dazu setzen wir y = 0, z = 0 und l6sen F, nach z auf:

El . 0.

z+2-0+2-0-9=0 = z=9.

(© 2012 Tobias Kohn

Den Schnittwinkel o gweier
Ebenen berechnest du iiber den
Zwischenwinkel der beiden
Normalenvektoren.
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Ebenen

91

—_

9, d

Um den Abstand zwischen den
beiden windschiefen Geraden g,
und gs zu finden, stellen wir
uns zwei parallele Ebenen vor,
in denen sich die Geraden
befinden.

Also setzen wir den Punkt P(9]|0|0) € E» in die Distanzform
von F; ein:

C94+2:042:0+15
- . -

D 8.

N

Aus der Hesseschen Normalform kannst du ja die Entfernung
zum Nullpunkt ablesen. Fiir die beiden Ebenen F; und E5 im
vorigen Beispiel ergédben sich die beiden Entfernungen d; =
% =5und dy = % = 3. Weil die beiden Ebenen in unserem
Fall auf verschiedenen ,Seiten“ des Nullspunkts liegen, ist die
Entfernung d(E, E2) = 5+ 3 = 8. Ldgen F; und E, auf
der gleichen ,Seite” des Nullpunkts, dann wére d(E, E2) =
5 — 3 = 2. Mit diesen Uberlegungen kannst du relativ einfach
deine Rechnungen iiberpriifen oder manchmal sogar dierekt

den Abstand der beiden Ebenen zueinander berechnen.

Der Abstand windschiefer Geraden Bei windschiefen Ge-
raden besteht das Problem darin, dass der Abstand zwischen
den Geraden iiberall anders ist. Natiirlich brauchen wir von
all den moglichen Abstinden den kiirzesten. Wie aber finden
wir den?

Wenn zwei Geraden windschief sind, dann kannst du dir vor-
stellen, dass die eine im Boden und die andere im Deckel ei-
nes Wiirfels liegt (vergleiche mit dem Bild auf Seite 94). Um
also die Entfernung zwischen den beiden Geraden zu finden,
berechnen wir einfach die Entfernung zwischen der Boden-
und der Deckfldche, wo die Geraden drin liegen.

Anders gesagt: Wir suchen zwei parallele Ebenen, wo die bei-
den Geraden drin liegen. Dann berechnen wir den Abstand
zwischen diesen beiden Ebenen und schon haben wir auch
den Abstand zwischen den Geraden.

Beispiel 16: Wir sollen den Abstand d zwischen den beiden
windschiefen Geraden ¢g; und g, bestimmen:

3 1 4 1
g:r=1| 5 | +s 0 , go:r=| 1 |+s| —2
3 -2 0 2
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Die Ebenen sollen so liegen, dass sie sowohl zu ¢; als auch zu
g2 parallel sind. Damit konnen wir aus den beiden Richtungs-
vektoren einen Normalenvektor der Ebenen bestimmen:

1 1 —4
= 0 X -2 = —4
-2 2 —2

Die Gerade g; soll in F liegen, g5 in E5. Mit dem Stiitzpunk-
ten A;(3|5|3) fiihrt das auf:

2e+2y+2z—19

Ei:2x4+2y+2—19=0 bzw. E;: 3

0.

Der Punkt A5(4]1]0) liegt in Es. Setzen wir diesen Punkt in
die HNF von F; ein, so bekommen wir gerade den gesuchten
Abstand:

_2:4+42-140-19 -9

D —~=_3
3 3

Der gesuchte Abstand ist also d = 3.

f Qm’z \

15. Haben drei (nicht parallele) Ebenen immer einen eindeutigen gemeinsamen
Schnittpunkt S7

O a. Ja, den Schnittpunkt S der Schnittgeraden.

O b. Nein, sie kdnnen sich auch in einer gemeinsamen Schnittgerade tref-
fen,

O c. Nein, sie kdnnen auch gar keinen gemeinsamen Punkt haben,

O d. Drei Ebenen schneiden sich nie in einem gemeinsamen Punkt.
16. Um den Schnittwinkel zweier Ebenen E;, F5 zu berechnen, nimmst du:

O a. Den Zwischenwinkel zwischen den Normalenvektoren,

O b. Den Zwischenwinkel zwischen einem Richtungsvektor von E; und
einem Richtungsvektor von Fs,

O c. Den Zwischenwinkel zwischen einem Richtungsvektor von F; und
einem Normalenvektor von E5,

O d. Dieser Schnittwinkel |asst sich nicht berechnen.

N /
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Anhang: Die wichtigsten Formeln

Trigonometrie

Im rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse c¢ gilt:

sin(a) = e cos(ar) = o tan(a) = 5
sin?(a) + cos?(a) =1, tan(a) = EZ;

Allgemeine Dreiecke In allgemeinen Dreiecken gelten der Sinus-
satz und der Cosinussatz:
sin(a)  sin(B)  sin(y)

2 2 2
- 2 N
= P a b* + ¢ be COS(O()

Vektoren
Betrag Der Betrag gibt die Lange eines Vektors an.
U] = y/v2 + vl + 02

Einheitsvektor Einheitsvektoren sind Vektoren mit dem Betrag/der
Lange 1.

—_

e =— -7
|

Skalarprodukt

Definition Das Ergebnis des Skalarprodukts ist immer eine Zahl:

. Ay by
a-b= ay . by = azby + ayb, + ab,
a, b,

Winkelformel Fiir den Zwischenwinkel ¢ zwischen zwei Vektoren
d und b gilt:

= l‘)’

b oy
jal - ol

cos(p) =

B

c a

A C
v=|d-e

Jeder Vektor v ldsst sich in
seinen Betrag und den
Einheitsvektor zerlegen. Der
Betrag gibt die Ldnge an, der
Einheitsvektor die Richtung.

Glb o d-b=0

Fiir orthogonale/rechtwinklige
Vektoren ist das Skalarprodukt
immer Null.
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Anhang: Die wichtigsten Formeln

Geraden

Koordinatenform Geraden haben nur im zweidimensionalen eine
Koordinatenform. Diese kann (meistens) entweder nach y aufgeldst
werden (lineare Funktion) oder dann werden alle Terme auf eine
Seite genommen.

y=mx+q, & mr—y+q=0, & axr+by+c=0
Parameterform Alle Geraden in jeder Dimensionen lassen sich mit
der Parameterform darstellen. Dabei ist A der Stiitzpunkt (74 der

Stiitzvektor) und @ der Richtungsvektor.

F=74+s-d.

Abstand Punkt-Gerade

o= - (- 2)

Gegenseitige Lage zweier Geraden Welcher der vier Falle vor-
liegt, untersuchst du nach dem folgenden Schema mit

g:F=ada+s-U, h:F=b+s- 1

Sind die Richtungsvektoren
v und w kollinear?

Ja Nein
A \ 4
Liegt der Stiitzpunkt von Lésst sich ein eindeutiger
g auf h oder umgekehrt? Schnittpunkt berechnen?
Ja Nein Ja Nein
\ 4
| identisch | | parallel | [schneidend| |windschief|

Winkelhalbiereyde Zwei Geraden g und h haben die Richtungs-
vektoren @ und b und den Schittpunkt S. Dann ergeben sie die bei-
den Winkelhalbierenden iiber:

Wi FT=Ti+s-7, T=e,*e]
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Vektorprodukt

Definition Das Vektorprodukt ldsst sich nur im Dreidimensionalen
berechnen. Das Resultat ist ein neuer Vektor, der sowohl zu a als
auch zu b senkrecht steht.

Qg by ayb, — a,b,
axb= y X by = a,by — azb, =-bxda
a, b, Qzby — ayby

Fliche eines Parallelogramms Wenn @ und b die Seiten eines Par-
allelogramms sind, dann lasst sich mit dem Vektorprodukt die Fl&-
che A dieses Parallelogramms berechnen:

A=|ixb

Spatprodukt Mit einer Kombination von Vektor- und Skalarpro-
dukt 14sst sich das Volumen eines Spats (Vs) bzw. einer Pyramide
(Vp) mit rechteckigem Grundriss berechnen:

1 -

-,

Vs = (5,’)([))-57

Abstand Punkt — Gerade Diese Formel vereinfacht sich zu:
’ﬁ X a ’
||

g:T=7T4A+s-d, d(g,P) =

Ebenen

Koordinatenform Die drei Zahlen a, b und c in einer Koordinaten-
form der Ebene £ bilden auch gleich einen Normalenvektor 77 zur
Ebene.

a
E:ar+by+cz+d=0 = n=| b | LE
c

In der Hesseschen Normalform (HNF) hat dieser Einheitsvektor ge-
rade die Lange 1:

b d
Jatytrertd o L 521
Va2 +b? + 2

Parameterform Eine Ebene hat in der Parameterform zwei Rich-
tungsvektoren @ und b. Diese beiden Vektoren diirfen nicht kolline-
ar sein. Mit dem Vektorprodukt lisst sich aus @ und b wiederum ein
Normalenvektor 77 berechnen.

F=TA+s-aG+t-b, = f=axb.
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Anhang: Die wichtigsten Formeln

Abstand Punkt-Ebene Hier hilft die HNF weiter:

axp +byp +czp+d
va? + b + 2

d(&,P) =

Gerade und Ebene Eine Gerade g durchstosst die Ebene £ im
Punkt D. Dann lasst sich D berechnen, indem du die allgemei-
nen Koordinaten von D in die Koordinatengleichung von £ einsetzt
(dann auflésen nach s).

XA Tg
g:7=\1 ya | +s| yg |, E:ar+by+cz+d=0
ZA Zg

a-(xa+s-zg)+b- (ya+s-yg)+c-(za+s-24) +d=0.

Fiir den Zwischenwinkel ¢ zwischen der Ebene (mit dem Norma-
lenvektor 77) und der Geraden g (mit dem Richtungsvektor @) gilt:
-7

sin(p) = 12

ER

Sl

Windschiefe Geraden Mit Hilfe von Ebenen ldsst sich auch der
Abstand zwischen windschiefen Geraden bestimmen (der Abstand
ist immer die kleinste Entfernung).

g:F=7i+s-d h:F=ig+s-b
Dann ist der Abstand:

487

d(gvh) = T7

3L
I
Qy
X
Sl
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